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INïDIIACI'IDF COMPUTMP-|KKj4ï VOOit llltT
Ol,LOS51JN VAN I'iUL1.1VÀIi]ÀIJELI' ONïi,/ERP-
PllOlJLitlÍDN Ot) HirT GlrBIEll VÀN DE
S'i.OITIi\JG S ON TKU 1' PËL ING .
R. Smedinga
afsbudeerwerk 1982.
In de ]"ineaire stationaj-re systeemtheori€ bestaan 1egio pro-
b1êmen op het gebied van de storingsontkoppeling. De oplossing
van zotn probleem zove]. als het nagaan of een oplossing Íiber-
haupt bestaat, beíd.e zl-Jn slêchts mogêlj.ik na berekèning van
esn aantal 28. inraariaÍrtê de€l.rul-mten.
Ds hoofdzaak van dit afstude€rwêrk is hêt implementêren van
algorltmen oP de computer, waarnea deza dêelruimten kunn€n
worden berekend. Vervolgens kan dan van óên apntal storings-
onlkoppelingsproblemen wordên nagegaan of ze oplcsbaar zijn.
Dank ben ik verschuldl€d aan:
J.C. ïi].].ens1 voor het fej"t dat hiJ mi"in interessê en be].ang-
stel1lng treeft gewekt voor d€ systeemtheorie l.n het algsmêên
ên natuurliJk voor de hulp a1s afstudeerdocent.
C.J. van dêr Laan (Rekencentrun RUG), dJ-e mlj blJzonder snttrou-
siast hêeft gêrnaakt voor de programmeertaal ALGOL6Et
H.C. Croon, die dat enttlousiasme terugtrracht toi norms].e maat-
staven en
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Ter ondersteurring van ilet onclerwJ-js ín de systeerntheorie is
d.g 1aatste jaren e€n aantal computerprogramluars gcsctrrevenl die
al.len sterk interactief werken. Dit iroudt j-n dat rnen ais 8êbrui-
ker Aoen kenuis van programtreren behoeft te bezitten, doch rocirt-
strceks rnet het progralnma conmuniceert door bepaalde op(lrachten
J.n te typerr eagegêverts j.n to voeren'
De aanzet triertoe is weJ- gegeven door het progranmapakkei
LINPÀKr het afstudeerverk van Geert Kamphuis (oktober '1979, zie
/t/). ytt is een pakketYoor Ïret ontwerpen en ana1yseren van 1i-
neaire stationaj-re systemen.
Het pakket heeft de volgende nogeliikhedên !
- 
l-nvoerefl 1"an eell systeem j.n toestandsvorm middê1s matrices
AtBrCenD.
- 
nagaan vam regel- en vaarneenbaarheid, alsmede stabj.liteit en
bopalen van openlooppolen.
- 
be1ralen van ds transfernratrix.
- 
poolplaatsing, berêkening van feedbàckmatrlces.
- 
si-mulatie van f1ows.
In ontwerp of inmi-ddels voltooid zljn ultbreidingen van dit
pakket met systeemrepresentaties 1n andere dan toestandsvorm ên
LQG-algoritmen voor !r€t oPlosseir van optimal-control-problêmer!.
Mijn afstudeerwerk houdt evoneens esn uLtbreiding van LTNPAk
in. Dez J.igt op het gebied van de multi-varlabele theorie (o'a.
I{onhamr zie /Z/) en bepaalt oplossingen van o.a. dê storingsont-
koppelln6sprobl-emen DDPr DDEF en DDPII (resp. dlsturbance dscou-
p]-ing probl€m, disturbancê decoupllng estl-mation probl€m en
disturbancê decoupaing problein vittr measurements).
Omdat. tle uitbreidl-ng bedoeld was te zijner tJ-Jd opgenomen te
worden in }'et bestaande pakket LINPAK J.s een en ander Seschrêven
in de pro6rammeertaal ÀLGOL 68r vaardoor bovendion het TORRIX-
pakket gebruikt kan rorden. l{egens È}eperk1ngen van de CYBER ten
aansien van tret geheugengêbruÍk l-s hêt nodig dê segmentloader te
gebruiken. ZJ.e woor eên ged€tailleerde bescbriiving Yan de pro-
blemen met de CYBDR bijJ-age À.
Eenmaal wêrk€nd êan ttet pakket bleek echtsr dat de uii:brêi-
dinéaen zo omvarrgrijk uèren dat tret lnpassen in L]NPAK onoverkome-
].ijks problemen zou gaan gêven n.b.t. trêt geheugengèbruikr zodat
is b€slotên de impl"ementatie als zelfstandig serkend pakket te
voltooien. Hiervoor zijn enkele procedures uit LINJ'Àti ov€rBenomên-
-r+-
IIet pakket, clat de naam !IDfA krceg (LIDIA = Lloaar systêms
I)lsturbance decouFling Algoritturs)r is vo1ledlg conpatibel met
LINI'ÀXr zodat ondor LItiPÁK opge{ievcn data daarna ook or}dêr LIDIÀ
kan rorden gêanalyseerd. Om6ekeerd geldè dit ook. De matrix Il
in de systeembeschrijving i = Ax + Ru, y = Cx + Du r*ordt dan ge*
vuld mct nullen. Deze matrj-x heeft in LII)IÀ verdL'r geerl beteke-
nis.
Het hoofddoel van I"IDIA is het berekenen van de volgende
deelruintes r
- 
Y'ker H, cle grootste (-{rt}}-J-nvarianto deelruimte clie bevat is
in ker Ii.
- 
Rrker H, de grootste regelbaarheldsrleelruinte clie bevat is in
ker H.
- 
Stirn G, de kleinste (rtrC)-invariante cleelruimte die im G omvat.
- 
Nrim G, de klej-nste niet*raarneêêntaarheidsdeelruimte die ím Q
omvat.




vaar betral.vê de toestand x, de J-mput u en de output y ook zijn
toegsvoegd storingen d en tê rêg€1en c.q. te sctratten varlabelen
z, vordt mbw. d1e deelruimtes de oplosbaarfreid nagegaan van de
problemen DDP, DDDP en DDPM en trun equival-enten vaarbiJ poolplaat-
singselsen zijn toegevoegd.
Indien hêt probleem inderdaad oplosbaar is wordt bovêndien een op-
lossing bepaald.
Het pakket LIDIÀ kan in de toekonst nog ïorden ultgebrsldr mêt
dè zg. ta.Ilmost'vsrsles van DDP' DDDP en DDPMr n]-. ADDP' ADDEP
€n ADDPM (zie /lz/ et /'tl/). In LIDIÀ kunnèn af wel de ral.Lmost'
versies van de h1erboven verme]"de deelruLmtes vorden b6paald.
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hoofdstuk II. íNVÀllIirÏiTE DEELltUIllTl)N
In de systeetttirêorio is bet gebrulkel1ik, lineaire etationai-




À x + B u (t)
Y=Cx+Du
waarb].j i staat voor Fi .
Bij storingsontkoppolirrgsp:'oblernen j-s tlet gebruikelijk do
zg. rdirêct 1ink' D weg be 1aten" llet zo gewijzigde sysèeern (1)
sordt wervolgens met storing uitgobreid en er wordt nog een







u e u = Rm de sturing (f)
deD= lR9 <lestoring
z e Z = Rr do te regelen va?iêbe1
Eên voorbeeld. van een storingsontkoppelingsprobleem ls nu tret
winden van een zg. feedbackprocêsso?r dle ui'bgaande van de rraar-
nenlng y een sturJ.n6 u bepaaldr zodanlg dat de te regelen varia-
bêlen z onafhankel1jk ziJn van cle storÍngen d. (Dit 1s DDPM:
Dlsturbance Dêcoupling problent sj.t}. Measurement)
Béhalv€ DDPM bestaat er ook sen vere€nvoutligde vers:-e (OOP)






Verdor bestaall êr noÍ legio problcnerr, ciic a1len gebaséerd
zijn op Ïret j-dee .Jo storiug Èe onLkoppefen.Voorbee ldcn zijn
'be vlnclen in /z/,
De oplossingên van al deze storingsontkoltpelingsproblenen
gaan via het bepalen van cen ai:ntal deelruinten en bet aau de
haud van deze deelruirnten nagaan varr oplosbtrarhcid en bepalel
van een eventueie oplossinil.
In de vol6ende paragra{en zullerr de vier benocligrle dêeiruin-
ten worden gedel'irriêerd.
notatie
llatrices zu1len stceds w.rrden aangeÉeven met trocfclletters (l),
vectoren Bet k.lêinê Letters (a), lineairo deelruimten met onder-
streepÈe 1.oofdlof,ter" (À). Verder geldt:
' \a-n- I(ris) =à niR
A n-l
<E I A> = ,Í=1 a-' I
Vaak zullen lrê ! gebruiken voor irn 1l en K voor Ker C, terwijl
Al! de (afbeeidingo)matrix A voorstelt bepexkt tot de ruimte L
en A(rrod L) deze matrix A modulo L.
At staat voor gead.jungeerde matrlx (welke ingevai we te maken
hêbbsn mêt rêê1€ matriceg kunnsn we?vangen doot. At, de getrans-
poneerdê matrix).
f staat .voor l..et orthogonaLê complement vên de dêe1ruintê L.
Daar lraar sprake is van poolplaatslng verstaan ve onder de
pol-en wan een systsem als 1n ( t ) ae eJ-genwaar<len van de matrix
A (h€t spectrum van A) , rrelke vordt aangedr.rid middels
spec (l). Zoals gebruikeliJk is J.n de systeemthsorle uordt van
dlt epectrum geelst dat het symmetrl-sch ls' d.r.z. dat als
Ê c spec (a) oot géldt dat zr e spec (a).
onder een traiecto?y x(t) van oên systeem ats (t) vorstaan
í€ e€n functie:c(t) zodanlg d.at voor zokêrê u(,t) volrtaan ie aan
i 1t1 = r x (t) + r u (t) !t.
Ondêr hêt karakterlstiêk6 polynoom van een rnatrix A verstaan
ws }.et polynoom l.o. - \rl on wordt amgegeven door )( .
Tenslotte ril1en ïe opmerken dat overai waar in Jà 
"."t ,r..
de tekst gesproken vordt van transformatie of transformatiematrlx
steeds bêdoeld vorrit een orttrogonaLe transformatie(matrix).
II.A À(rnocl B)-inw4ripnie 4,eql:lriJlLe
Desch.ouï het systeern, i = A x + B u.
Een deelruinte ! CX heet clan een A(nod D)- of (.t,8) ínvarj-ante
deelruimte a1s:
i. (ges br.rurcle j.uvariante of ilvarianteerbare deeJ-ruinte )
Voor $ xo 
" 
I ]tra;ectory í(t) zoclanig <iat x(o) 3 xo en
x(t) e Y Vt.
ii. (controlled invarirnt subspace)
A'I cY + !j-ii. {feêdback invarianteerbare cleelrui.mte)
3 F zodanig dat (A + r).F).y c y
bewi,.js van equivalentie
i. ) ii. : Kies een x- € V X. l]it i. vol-gt dat
i =.s= ïolroï eyoo(volgt uit z e Z dan óok à 
" 
Z)
( 1 ) inrpJ-iceert:
Ax =i -uu(o)ev+Roo
ii. + iii. : Kies een basj.s (tir..rvU) voor lr Uit
Áw. =vl+b. metv!eYenb.eB íe\ii-ii-;----i-s\r]
b. e B duidt op het bestaan van eerr u. c U metL-i
-(:-
1f . I} Itenel 113;rrl)ê1i:rrde e Lruintc
jicschcuu treil€lr0rx; Í = À x + B u
IÍen <leel.ruj.nrto B CL hcef t <1a.i ooll rcgelbaarire dsCcc]-ruinrtê, a I s:
í. 3 r$ 
"n 
tr"r Y rortl . R trT)O en trajcctory x (t) zoOani.g
riat x(o) 
- 
xo, x(t) = x1, en x(t) e B V".j.i. (be:'eikbare deel,ruinte na feeclback rnéjt i)cjJeïlíte inprit)
g r1f 
"t ] n *n deelruirltc J),, Cin lJ zodaniii Liat
s=(a+rFïI1 >
iii" S r$"r.lpolytromen prilet g.raad p Ê Cim& l.f' zodaaj"6 d:1t!
.\./o [u * u.)li. t
L:eqi j s yan eqrri.valent ie :
ii. à i. Do berêikbare verrzrneli:rg (i.s de verzarnelj-ng van alle
toestanden x-,, waarvoor een ? )O on een trajectory
x (t) testaat zodat x(T) = x') van treb systeem (r)
b. = B.u,a1
Definieernu.tr. ! V+U dcor:
F'v, = 11 . t = Ír..rk 'taari
F willekeurig op ï^ )
Ult i.i., samen ,net (3)-(5) votggi nu:
A.v, = v! + b. = v.r + B.u. = v! - 3.!'.u.aaf.l-faa
Haaruit ii1. volgt.
ili. + 1. : triviaal, neem u = F'x.
Geef met \Jdn r""""me.l-ing van al dergelijke Vts aan. Noteer
\.Í(g) = {:.\Í lycgl. ,ro. is $(n) sesroten onder optellin6r:
Laat !r, lz 
" V(Sl . Dan is Ir * Iz C I en
a.(Ir * 12) = 1.v., * t-!z = Ir * 3 * Ie + ë = (Ir * Ie) + 3
zodat (vl * Iz) . Vlf).
UJ.t hei; gesloten zlJn onder optel3,ing voJ.6t het trestaan van
een grootste element, aangegeven met vr(K). we h€bben dust
x = (rt + B 1r) x + B1 u (met rm B., = Br)
ís juist geli-jk aan R (zie /2f , pagjna ]3),
Aangezien ieder trajectory van (t) er ook een j-s varr
x 
- A x + e u (irnmer:s, er rrorcb s-lec}rts beg;erkte irrput
toege].aten en foedback toe5Sepast) is hiermoa i. uit iÍ.
bewe z en .
j-. + ii. Neem lti = ! ÀB en F c p(n). i*e trewljzen dat d.rn:
R =(A + a r.f p.,) (z)
Veroníler.stel x e f{. Dan i"s x = À x + B u e R
Pas feedback u = F x + ut toê riret ur zodanig dat
ïJ ut = B u-
Dan is nog sieeds i = 1l + lr'F)'x + Dlur c R
waaruiiJ volgt (orriat door dè keuze van F ook
(,t + l.e). x e R) aat Èiiu' c R.
Per defiti.tia is ook Brut e(A + n F t!r) zoaat
Bc <A + B r'ler).
Om6ekeerrl ge1rlt ook. À}s name1ijk x e (A + B ll ï Dj >
dan volgt (bijvocrbeeld mot rie j-.ekerrds ste1.11r6' van
Cay1-ey*HamiJ-i:on) dat x = exp {i. + ll .F) . 3, en clus
een element v;rn R.
j.i. 
- 
iil-. z zle /Z/ paginas 1()J er 1O6.
grootsàe ê1èmerlt
Geef met Qd" 
"."".meling van al dergelijke Rrs aan. Noteer









g'(x) = **p [c " U(5)i . Ytrl.trle4---qs-v
Yoorts defLnleren Le:
et:) = [r I (.r. + n.n).y cyJ
DêrgêLl,jk€ ma*rj-c€s tr'rof,detr, in analo6;ie wet /2/, rfriendst
van V genoemd.
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Hat gesloten ziJn t.t$. volgt }- et snê1stê uit de eerste de-
finj"tie samen met l.ei volgênde:
Laat Rr, 4z .R . D.!r.z. .oor.*1 , "ï ? B, bestaat T. ) o en
trajectory *t(t), zodan:'€, dat xa(o) = *t 
"r *t1r'r) = *f t""-
wi3r xi(t) e Ei V t. Vn"o.clorsÈet Tr ("2.
De trajectory x (t), godefinicerd d.oor
x (t) = *11t; * *21t; 0<t<r1
= *11rr) * *21t; T1 <t < Tz
is darr zo, dat x (t) e g Vt.r bor"idi"n is x(o) = *l * *: en
x(tr)="1**?.
Uit het gesloten zLJn volgt wêer het bestaan van €en grootste
el.ement. Iíe vinden weer:




Iï.C ALker C 
-invarianto cleelrulrton
Boschouw hef, systeen i - A *, y = C x.
Een d.ee1ruj-nte $CX heet dan ean Alt<er C - of (.t,C)-invariante
deelruimte a1s:
i. (conclitional 1nvariant subspace)
] rn:rtrices F en E, zod.anig dat z := x (mod S) voldoet aan
L=t,z+E.y
ii. A.(gnr.r" c) C 
-9,
i-ii.. ( outputterugkoppelings-j.nvariante deelruirnte )
lL zooan:-g dat (l + L.c) g C s
bewijs van equivalentle
IlierbLj gebruiken we de volgende relatj.e tussen F, E' L en
AenC:
F = (a + L.c)(mod s) (r)
E = -L (mocr !)
i. ) ii. : Stel x e ker C (aus y = C.x = O). Uit i. volgt dan:
i (*oaS) =*ïx (modg) = i = r'.z + D.y = F.z =
F.x (mod s) = l.x (noa !)
uaaru1t A x (nod Ê) = i (moa !) en dus ii. volgt.
ii. + 1i1. : Kies basÍs (s1rr.rsu) voor $ met
slr..r"o 
" 
9\(gnuer c) en (z)
tn*rt."sk e !l\ker C





-A.sl i = lr..rg 1L villekeurig op rest van X J
UI.t ti., satrlen net (2) en (3) wolgt nu:
(a + r,,c),8 = (n + r.,c).(.tr..rsqr"n*r,..rsa) =(a + l.c)-("rr..,sn) + l.(sn+rr..,sk) = o + !
ii1. .l 1 ; Direct duj-d€lijk uit!
$; x (moa €,) = i (moa p) = (.a,.x)(mod s) =
( (l + L.c)'x) (mod s.) 
- 
L (mocl s) ,y =(a + lc)(moct s).x (nod s) 
- 
L (nod S).y =
F,z + E.y
k1eínste element
Geef met 5 de t""r,..eling van al- dêrgelijke Srs aan. Noteer
5 (t) = [ S "ó I SCgl. o"' i€ ó(K) sesloten cnd.er intersectle.Laat sr, 9a . 5(U). Dan ls l.((9r n ge) ^ker c)=l.((Ër Aker c) n (Êenker c)) C sr À 
.ga, rerriJJ. ook K C gr n ge.
Uit het gesloten zLjn onder 1ntersectiê volgt h.et bestaan wan
eên k1êinste element, aangegeven uet St(K). Iíe Ïrebben nu:
(:)
friend of R
Uj.t de dercle definltie volgt het trestaan van een matrix.F,
zodanlg <iat !r (l + nf)-i-nvarj-ant is terwj-Jl. bovondien de polen
in $- specificeerbaar zl-jn. D.w.z. biJ vooraf gegêven po].en is
tr'zo te bepalen, dat spec ((a + f: F)l&*) gelijk is aan die polen.
ïe definierên daarom d€ voLgênde famj-]-y matrÍces F:






s'(K) = i*r fs " ó trr] " á(s){rietd of S
Ool< nu dêfiniêrerr we!
!(s)=t'lf"+L'c)'scsl
Dergelijke matrices L worden rfriendsr
ming rfriend ofr vordt hier 6ebruikt in
Ln lzl.
l







llêsctrcurd wederon: i = À x, Y = C x
Een deel-ruinte N cI treet dal een niet-waarneembaar?reidsdeel-
ruimte al-si
i. u e 6 en f matrj.x ! en rleelruintê 51 )!ter C, zodaniS clat
N=<K. l,r+r-.c)
i.i.l . {' 
-.rr'!..lrryno*or} 
p meL graad = toestalrdsclimênsie -
aim ! f matrix L zottanig ,iat J(. .. = p'' -(a+Lc[mod [)
rii. { eá en het paar ( (l+Lc)(noa !),C(norl I) ) :u vaarneem-
baar vcor alle matrlces L, die aan i. of ii. voldoen.
bgLi-.is van equiga.lentie
De equl-walentie van bovenstaande definitl-es volgt ogenblikke-
lijk utt de dualiteit van regelbaarhe1dsdeelruimte on niet-vaar-
neembaarheidsdeel-ruimte. Zie II.E.
kj-einste eLement
Geef met W.t. .r.i""meting van aI dergeJ'ijks Nts aan. Noteer
\íf(S) = [U .WiScHl. oan i-s V[(E) e.=roten onder intersectj-e.(Vofgt veer ult dua1iteit met regelbaarireidsdee1ruinte). Dit j.m-
pliceert wê€r3
s-(s) = r.r [r " \íL(ts) ] . tíLtrlfriend of N
Verder deflnieren tg weer:






Onder dual-iteit wordt versÈaan, populair gezegd, de siruatio
die optreedtr a].s varl êen systeem cle input en de output vorden
verwisseld. Voor ons is slechts van belang te onderkennen dat
het systeerx, bêsclareven door:
it= À'*r* B'tr 1
rj=c.*' '! (t)
duaal. is met l.ct systeem:
ir= nl.*r+ ct''.1 tr)
!2= B"'xz J
In de J-inealre a1.gebra konrt dualísatj.e neer op het omdraaien
van pijlen in afbeeldingsdiagranmen en tret transponerên van
matri-ces.
llet is woor de rest van deze paragraaf voLdoender in te zient
eventueel per definitie, dat de systernen (t) etr (2) elkaars
dualê zJ.jn. Voor een uitgebrelclore theorj.e, níe f6/. en /'tl/.
fn de rest van deze paragraaf wordt





onrlcr Liltílc lcla i.ios
I{e klrnno' nu de volgerrdo otrderlj-nge re}ati.es ontlersc'oiid.en:
i. .i{ is oen À(nrc,d D)-Ínvarianbe declruinrto (=)
Vl is ee,r et 1t.". ilt 
-iov;rri:rnte dce lruirnte
ii-. V is eerr regelbaartreidsdoelruímte (n.b.t. 
-4, en u) (=>
g j-s oen ni-et-waarneembaarheidsdoelru-imte (rr.b.t. At o, ttt)j-ij.. B{(5) c v*(4)
iv. N{(}i) ) s*({)]/. B-(E) =(a + l rrl BÀ]."(K)) nrer r 
" 
F(v.(K)) eu r = in rl
.i. I'(g) = (E*S,t(tj)l À+Lc) merl-"ltg'tg)f 
". 
l=kercvli. I(yr(K)) c g(s.(x))
viil'. !(gr(K)) c uc:(I))
bcwi.Js en opmcrkineên
i. wo16t ui.t:
F zodani-s aat (a + B,r) gCI (=)
l.t zodarris oat (at * nt.n";lt y{
do equj-valenbie zelf vèlgt uj.t l_emna l.
Popul-air gezêgd houdt i. in clat Oe (lrB)_invariante dêe.L_
ruimten en ae (.A,, C )-1nvariante cleelruirnten elkaars duale zi" jn.ii. volgt uit:
I..zodanig dat (A + B.F) :!CE (=)
rt zodanis aat (at + Ft.;t)-R& 
€-Rr
sarnerr met spec ((a + l.l') lg) = spec (lt + rt.Bt)(,nocl Rf) )Populalr gezogt houdt ii. in dat de regelbaarheicr.sdeel-




v. zíe /2/, pa;ina laJ
vi-. Volgt direct uit v. m.b.v. dualiteitsoverre6;ingen.
vl.l.. volrrt ult:
(a + n.n).(A + B.!, lgnyt(g))c <a + lr.r.l.llr\I.(K)>
Deze inclusle zegt, dat wanneer voor zekere rnatrix F vol-
daan is aan : (A + R.F).y.(I) c vr(K) dat dan ook vot-
daan is aan: (A + n.F).8.(I) c &r(K).
viÍi. yol"gt uit vii. n.b.v. dualiteitsoyerr.egingen of direct
uit vi.
Ànaloog aa* vi1. zegt deze Íacr-usr-e dat wanneer voor zekere
matrj_x L setcltr (.1, + r,.c).st(I) C dtgl automatisch votdaanis aan (^t + r,.c).Ir(E) 6, I-(4)
De dualiteitseig€nsctrapiren i. en ii. spe-LeD 
€en ro1 bij het be_palen va' algoritmen voor berekelliifg van de versctilllende deel_
ruimtenr te.wijl vii. en viii. dat doen blJ de bepaling vil een
.,!tFiy ,rir F._íR) oe I-.ív'l .
--Y * "h:
f-emma 1
Voor een deelruimte !,C[ en een (matrJ-x)afbeeldlng M : I à Á
goldt:
r!i.g c q G> *t t'.g'
bewi.is
x = (xrrxa)t metPas een basisstransfomati-e toe zodat T-1
.Lx- e Ií elr x^ e W .
Darn is:
r-1. r*r.r = fot',, "r"l (+ r-r. nt.rI o MrrJ






t il (=) r-r. ur .r[*"1 [ol
Hierbij J.s 6ebruikt gemaakt van het feit
orttrogonaaï Ls, zodat T-1 = at.
lil ;l
[.;] =[:J
dat de matrix 1l
lemma 2
Met deze1fdê I{ en l'{ als in lemma 1 6eldt:
spec (u I g) = spêc (uÈ (nocr vr))
bêwi..1 s
Is direct duidelJ-jk door gebruík te naken van dezelfde trarsfor-





tn /Zl komen we al.goritmen tegen voor het bêpalen van
gt(X) ên 3t(5). lleze wordeu respecticve].ijk aangeduid net
ïSA en ACSA, het Invariant Subspacê AJ.goriihm en het À11most
Contro].lability Subspace Algorittrm. r\CSÀ worclt in fZ/ aange-
duid. rnet CSA (ControllabiIity Subspace Algorithm). De term
ÀCSÁ is hier echter beter op zi-jn plaats omciat ÀCSÀ direct ge-
bruikt kan worclen ter bêpalj"ng van B:(S), de À].Imost*versie wan
tst(E), zl-e hoofd.stuk VI.




vi.. <iím (It*l) 
- 
d:n (gu)) 11 berrzij It = I*, lraaruit votgt
dat de liniet na tloogsten u = dim V{(X) stappen wotdt bereikt.
VtlX.) rrirroen ve dus door fSA toe te passen.
bewijs'van AO$À
1l€ bewijzen dat gotdt (n.b.t. {ACsA)):
o c81 c ... cgtc E**1c ... cPt(s)
3o = E'*1 impliceert: E* = g-(g)
(:)
(4)
u+1(rsr) yI -t , Ë= Kr\À'(v.. +
u+l(.q.cs.A,) R-:'' = x n ('r 3n + j-m B)FK
bewi.is yan ISA
I{e bewijzen dat geldt:
g 511 ) 12 ) ... ]y'> I'*1) ... > vt(5)
gu = vu+1 imp.liceertr yt = t'(U)
UJ.t (1) en (Z) volgt dat vu convergeert, net limlet yt = t'(g)
rraarbi.j de limiet bereikt $ordt na ten hoogste u = dim V:i(K)
stappen. (o.w.z. y- = ydi* vf(4) = t'tUil.
Het bewiJs van (1) en (Z) gaat in stappen:
i. vu:r vu+1
YoJ.gt triviaa1 uit de constructie, bj-jvoorbeel-d door Ln-
ductie.
1i. Io * It*1 + It = I-
Is triviaal.
iii. V(D bestaat.
Volgt direct uit gu6 I en (t).j.v. I@) g 
'oo'\ v "\f (g).M.b.v. inductie geldt Iu)y too" ! f . \f (g), imrners!
a. triviaal voor u = O
b. It*l j rn -0,-1(vu + im E) ) InA-l(v + Ím B) )






Immers uit de constructiê yan ISÀ volgt YoqK èn
I* C l-1(!o+ in B) en uit deze laatste inctusie velgt
veer À.V@q Y@ + 1m B.
II j.erbi j i.s:
:'(g) = inrle 
"!{r)}, rnet}(g) =tIlr =gn(4t+ irn B)j (5)Uit (3) on (4) volgt dat Ru convergeort, met tj-rniet g* = I:-(E)
l,raarbij de Limict bereikt vordt na ten hoogste u = clim:r{K)
stappen. (o.w.z. E = Rdin Pr(i() = er(I).) .
Het bewijs gaat weer in stappen:
i. B*c Btnl
is weer trivj-aal en bj-jvoorbeel_d te bewijzen m.b.v. inductie:
a.u=0triviaal.
b. B**1 = x n (n!u + i-n n) c Kn(a Bt-l + im B) = ptl
ii. Eu = Pu+l =) E = g-
tríviaal uit (l)
j-ii. Ro bestaat.
Volgt uit RUCX en i.
iv. R@cp voor Vf 
" P(S)!r.b.v. inctuctie getat luC p voor at1€,p e P{E) :êru=Otrj"vl-aal





vi. dim (St) 
- 
a:-m (gt+1) )r tenri3 Bt = B-, waaruit votgt clat
de l-inlet na hoogstens u = dip I-(g) =t+ppen sordt bereikt.
Er(E) vol-et nu uit de gel-ijkheid:
s'(s) = 3'(t'([) ) (:)(J) wolst uit:
". B'(ë) "Ptt'egl), immers:g'(E) n (r.g*(g) + im B) =
t'(Sl nt À.(À + B rlEnt'(E) ) + in B) =
t'tg)n(A + B rtiiÀy'(E)> = E (g)(met I. 
" 
g(t'(E) en 13 = im E)
o.Vg . Ptt'tgl) isr E ([) c !, ímmersrp 
= t'(S) n (aI* :im B)1 E (K) n(a e+ in o)g'(x) n (r e'(t'(S)) + im B) ) Er(K).
Rr(It; .ira.n vê d.us door ÀCSÁ toe te passen mèt d.ê ruimte ]i














u+1 , u o(rs.q.) v_- = K A À-r(v.. + in !). v-. = x 11niet V3;K .-t\ ,. 
-h -Itl+t u- 6(acsa) 3; = 5 n (,r 8* + irn B), Eg = o limiet Rfr
Dan geldt:
vt(n) = vP (6)
-Á
n'rol = ol- (?)
:f txl
ïo /4/ zl-Jn ana.Ioge algori-tmen vernefd woor de berêkening
wan d.e ruíroten gt{-!) .. ry. (5). om echter niet onnodj.g te
hoeven programileren, is bet ook mogelijlc dese bel-de ruj.mterr
te vinden door toepassing van de dual-iteit Eêi gr(E) el 3-(x).
Pas daartoe ISA ên á.CSA toe op het dual.e systsem!
u+1 u r(rsl)' yK =5n(1")-'(tO + tmcu)
u+1 , u(acsa)'3n =5n(n".En + lmcu)
Sailen Eet. d6 eigenschappen i.
l.n te sl.en dat nu geldtr
g'(K) = ( y,ï)r









In eersle instantie zijn el. (op ilit moment) arie niogelijli*




mbv. elgenw;rartle;. ( Larrt-, en }Ioore, 
"i. / t 3 / ) "
- 
mï)v. sj.n6'u1ie:'o Ha:rrLierr (w. Dooren, z'-e i::i\ 
"
Zoal-s líonhan in /Z/ :r1 oi;rnerkb zi jn i)eide a1ijcr j. irnen i.rl (!e
huidi6e vorm numeriek zeer cnsiabie1, omdat vcL-rtdurend deel-
r-ulraten noeten vordên opgeteld of cioorsniJdingen moeten worden
gamaakt. Een klej.ne verstoring kan er dan a1 de oorzaak van zijn
dat tret resultaat een dimensie hoger of lager uitpa.kt.
Methodes dle berusten op het bêrhkenen van eigenraarden zijn
o.a. tê vlnden it /lS/. Ook clezê mettrod.es zi-jr: nog niet voimaa.kt
ondat ej.genvaarden nieb al.tl-jd êv€rt nauwkêuriéï herekend kunnen
worden. Bovenciien veronderstell-en, Laub en !Íoore in /lS/ s-lectrts
cte sltuatie Rrker C = o.
De slnguliorê waardên vae eên matrl.x zijn eenvoudtger en nar:w-
keuriger te bepal.en dan dê elgenwaarden. Bovendein geeft het
algorJ'tme ter bepat1n6 van dezê waarden op eenvoudlge manier
ot}.onormal-e transforEaties vaarmèe de rljen r.êsp. de kolommerr
van eên matrix kunnen worden tsamengêdruktt, c)vz, de onaftrankelÈJke
rJ.Jerr, resp. kolommen kunnen trlJ elkaar geveegd vorden.
Omdat de derde metliode num€r:iek het nauvkeurigst 1s, l^s voof
dl.e methods gekozen.
Voor een ultgebreS-derê besctrouwlng ove: de numarleke naurrkeurlg-
treÍd. van dê gebruikte mettrode; wordt verwezen naar f3f.
(8)
IIJ.erbiJ duldt het accsnt I op het fèit dat hat bier oplossingen
betrêft van (ls.c)' resp. (acsA)'.
Het is dus voldêende de beide algorltmen ISA en ACSÁ' te
inplementoren. Een en andet moèt dan vel op eên numeriek verant-
Yoo?d6 manler geb6u?sn.
_19_
hoofcls tuk IIï . IlrPLDMltllTÀTIp J4À_ ry._^lggjt1 rlj$..
Yoor de impleneatat1e van de algoritrner (Is;t) en (acS,f) is
gekozon vooÍ dê rnethod.e zoal.s besctrreven i-n /3/, neze meti1o.lê
1s gebaseerd op hat SVD-al-goritnre.
Singuljrr Vslge Deconpositior:.
Gegeven ecn willekeurlge natrix ,l (n x n) bestaat cr altijd
eên decompositie van de vermi
À = u's.vr (r)
waarb!j ti (n x n) en V (n x n) orthogonal-e natrices zijn,
d.v.z.: U.ur = ut.U = r
-- --r --- -- nV.V-=V-.V=Ir.
= diag ("rr...r.")
.t ) 
"e t... ), uo) oUit een eÍr arrder volgt dirêct dat p de rang van de matrix A is.
SVD levert ons nu een orthogonale tralsfcrmatie voor het vin-
d€n van p onafhankel-ijke ko}ommên vu Á en evenzo voor p onaf-
hankeJ.ijke rijen van A. lnmers, uit (1) en (Z) volgt:
- 
l-"-i r -ïur.r=l"l en.a.'v=la_ ol (r)
Lol !- c r
Hierbij is A,- een (p * tr) rnatrix mêt p onaftrankelJ.jke rijen en
"r
A- een (* * p) matrlx mei p onaftrankeJ-J.Jke kolonmen.c'
De clecomposities in (3) worden tn /l/ resp. rijsamen<lrukkl-ng e:r
kolomsamendrukkl-rrg genoemd. De i-mplementatl-e van (fS.+) en (eCs.o,)
tl nlets anders dan hertraaldeliJke toepasslng van dezo trans-
formaties.
Van het SVD-algoritme bestaat een i,mplernentatle in do NAG-
bibliotheekr raarvan wordt gecial.ned <lab deze een nauwkeurig-
heid heeft, zodanigl dat met Q, D en P dê ber€kende matrlces U,
S resp. V geldt!
q'D'Pt=A+E
en llrll.< c.€ps.sl
HJ-erbiJ is c:e€n fwct1e van m sn n en eps de mactrine-nauwkeurÈg-
held.
Iíe mogen concluderenp dat tret numerleke algoritme voldoende
stabJ.eL is voor onze toepasslngêÍr.
Opmerking: In de l.nplementaties van de algoritmen zal 1.p.v.
de kolomsmendrukking zoals ln (:) 
"t een gebruikt rÍord.ên van de





I.{et behuJ-p van do transfornatiês, 5oa1s besclrrewen :i-;r
(:) lu l".*:t ee;rvouclig mogelijk, van À de ruirrii:es j-n,.1. en ker rt
te bepalen:
ker À =,laatstc m - p kolorniocn ví)n V (6)
1m À = eerste p kolomnen van U
De koJ-omrnen sparrnên steeds oerr ortlronormalo basis op, omdat U
en V ortïrogonale rnatricos zijn.
Gebrulken we de transi'ormatie (j) tian virrden we:
ker A = eerstc m - p ko-lomrnen van V (7)
i^ 1lI u ,/lltl
= I t l.
'r ,' c IL-r
en [r olt = loo o-l r not sn (z)
(4)
Inners, a1s we nêt ip = (rt r.. rep) cle eerste p eentrei-<Isvectorel
"""ïi"o':::ï",";:."ï="i'* 
l:..] = u.sp rp = .p (,,,..,*o)en: Lo J
ker Á = ker À.u.u* = tnr [o o.l.u" = si, rn.it = sp (tr,..,ip)
Yerder kmnen we met ds transformat:i.es (J) ("f (:) ) eenvouclig














dan l-s aa- (8) voldaan, d..e"s.d.a. AZ = O.
Dit J.aatste nu vorm de basis van de J.mplementatie vnn (:Sa),
In denotatie sordt 6ebruj-lr gemaakt van Ce systeeÍf,ratrix p,
we1ke, gsgeven het s1.5;sst
i=Ax+ilu
Y=cx+Du
gedefinl-eerd vordt a].s!Í-rlÀ B II' = lc ol (tt)L.l
In de literatuur yordt i.p.v. C meestal 
-C gebruikt, maar aaoge-
zien dat mi"ntêken ïrier verder irrelevant is en slechts tot wer-
rarring aanJ.eidj-ng kan gewen is de gedaante (lt) gebruikt.
[^r 1
,# ^ i"'l-tl,j ,j-r = L":_,J
bepaal t'J (tj-' * tj*t ) en $. (r';_",-"" x cr) zodanig dat
"3-r o, = l" "r] ,
vaarltii cr do l<olonrang is var Cj_t
stop iadien cr' - l;_i (resultaat is de rrulminte)
stop indien cr = O (rosu1taat is ge1ijk aan tlat varl (ie
vorige stap, bovcndi.er j-s nu: t* 
" 
j_., C i* D3_t )
herbenoemen:
i{ dl [^,-,o,-,1 io, ol= i"ï ^,-, uï o,-,liu, "l
L" 'll 1",-' ",-,lL " '*l= l4 ".,-, 4 ",-,1 l-" '*J
[t"ï:' "t"ï:;l I' ^r H o'-' u' t "'-'l
L "3-, " I ';' ':l 
== 
L ::-; ;: "i 'l
F: ^,_, ", i "l o,_jl1,,_, [], _l . i :r -l t ",
l__:Il:i-:i lli"" = Iti : i:' I ï.,Lo "r I o -l LLi:Eli-J
- n, cr mq. 
= n. - - Cr JJ J-I
Pt=crtm







I1I;A. impl.emerliatío yar IS..!
tserekencl !'ordt een orttrogonalo basistransformatie T. en eo;r
getal n, zodanig daÈ de eersbe n. l<olonnerr van de matrix T" deJJJ




u1 = * ,', o-l(n * v. .) i=2,3'..
-J -J- r'
metK=kerCenB-inB.
(Mst vo].doen bedoelen ve hie?! a].s Y, exact berekênd zou ïorclen
zoals in tret algoritme b€schreven staat, dan sol.doet 13 exact
aan (1). omoat V. ni.et exact bêkend ie, cioch slectrts numóziek
-J
wordt benaderd kunnen r,re onmogeli.jk eisen clat exact aan (1) voL-
daan wordt. líe mogen ech,ter wel stellenl daÈ V,. een goede nume-
rieke bonadering za1 ziin voor de exacte oplossing vrrn (t)).
Al.s het algoritme stopt hebb€n rte een orthogonal-e matríx T*r
een getal at en gpannen de eerste n* kolornmen van T- de ruimta
V- op.1l- voldoet aan (1) en is daarm€e eon goede numerlekêq
benadering voor t'a"r( c ) .
(r)
"= l::l
outline van het qlÊorltme
a. gegevên: I (n x n)
s (n x m) ofwol:
c (pxn)
b. bepaal:r., (n x'n) en s, (t x cr) zodanlg dat:
llcT, =lo srl
YaarbLJ cr de kolomrang is van C.
c. herbenoernen:
_ 
--1[' :.1 p tJ = tJ-l ' dias (uJ ' ui ' tor-, )herhaal vanaf stap d.
Na iedere deel-stap j geJ.dt h.et voJ"gende:
[:',:l-'" [:',J=













d. bepaal ul (p.i-r * oj:r1 * ol-r
4 0,-, = r:-'l
raarbiJ rr de riJrang i6 van D._












(rr x m) zodanig dat:
i", r r c r - |lo s. r . r r IlJtlt
lo . o 13 r r Ilo . o o se_-_l








barsi.is vati het a lBoritrite.
I{e sctrrijven im ï- = sp (elr..re..) voor het cpspansêl van
--.i J
do eerstê n . staiicJaard eêntreidsvec Èoren e:r analoog
S, = T,'im ï-. = si-. (t1r..rtrr,) voor heb opspansel wan cle eers{e
-J.lttjJ
I - ko].ommen van T..
.,J




Dit j.s ciirect duideli jk uii r1e sta2pelr at b Érn c '
b. 5r = ker c n 4-11i,,, ts * !r-r)
_J
Deze geli-jktreid is equivaïent net (llnksverncnigvuldlg€n met
rcsp. A en 'rl1):
r11;..r..im r' = tlil.T,.T:1.T..im 1- n-i -- -i 
- -n' 
.i J I nl





sl.ecl lts gêvonden wordenr als cle:uatrlx Dr-l .,;* *""r-t t:ït"
rijrang heeft eri rirts sanengeclmkt kan uordên (r*a:rrbij D;-1
vo11e ri jraug- hecft ) , tcrrvi jl tot" C.j-.l ' di.- hiexdoor over-|...1 I 
"13aat 1n l:C-t i ' lltItlb, .lrri Cl-., rrQd c(:ht sirntcngeclrukb kan
L'.i - 1jf1
worden t.rrtlO S.l. Ver,ler si,rl:t irct algor"iitne ook, aLs tr'= D
---L- -.!J - 
.1
daar verder uitrerlceu dan geen zin heeft.
llct t)o:/enst:lande is bewézen, dat tle Sevorrc1en dee].ruinbe 9i ttt*
doet aan:
S- =kerC
S. = kêr cnÀ-'.(i.n I]-i S. .)
-J-r'
De eerste stap rri.jkt af van Ce eersto stap i-n hot algoritne zoals
l{onhan.lit geeft. Het is echter difect dul-delijk' dat uit S, = {
vo16t: Ë.1 = kor c rrA-i(i* ll * I) = ker C. 
-o
berekeninF van eerr .b' e F(Vtker-c)
Den matrix tr', zodarlg dat (;i + BF) I c y
vaa ISA zeer snel wgrd€n gevonden:
Bepaal. eerst dê matrix n.. (m x n.) zodanj.go ' 
.l'
D-.F = - A.JOJ




ul.trrterken hiervan geef t:
r,r * r . t' i:l i:, : ,* . :l ï:l ï:l1"1 'r. -l l"l l"i* jt rl;';,,:-l ll=io"",, -l.l.l"l"l G)
f; ; : ;,.1|;J l; ; : ;,:l L;l t;l
Y1 Yz Y3
waarbij dê kolommen yi een symbolische vcorsteJ-ling zljn:
Yl = sP ("rr..re^.) , ïz = sP (ttr"rt.,)
y3 =.n (.1r..r"^],o*r*t,..,"rj*n,,)' o"'n l-aatste voJ'gt uit:
,r.u + t11"3_r.Íïltt,-' = ["ï q 
.'l l.",-'l t:l 3'i-,l;l L "J'l"s-'l .[i )
;::;ï [i':l .l;j fq"ri .|1'] l:l Ïii ,,
' [-;-] L;l [;-lt,il t"l
Bescrrousen we ntl Ce uitverking (2) naaer, dan zien ve dat
d€ ê€rst en tweede rij triviaal z1-jn, evenals de vi€rde en
volgênd.ê rijen. Het enig essentj-ele zj-t in de derdê riJ:I'l 1.1fos.* .llol =[os,' ']l-in(o+o)= oa r 'l.i -l;lt;l L;l
Een n.., cii-e echt kleiner is dan de wcrige ;r;_L kan .lus
HierblJ is * villekeurig.
M.íie:
Met v = T.lm r..r ingevul,l in (E + lr).ycv vinden we:
J(a + u'n).r.lm rrr, c T'i.m rr.
Links vermenlgvuraig:n met T-1 g'i.rt:
1t-l'l-t + r-l.r.F,T) im r c. im ï
Mot F = [no -].t-1 en A en 
" 




,l"j . -l .l":l[""o o] i.1mr,,c,,n',,
lo" s. 'J l""Jt - r J
vaaruit:
ím A, + Im B:F. 
" 
t*, hetgeon trivlaal l-s.
Ln CJ + in Drtr.o = Or ofsel DJ'!.. = - CJ .
Uit de ccnstructle van ISÀ vo15t, dat l-n Cj c. in D, zodat zotn
Fo steeCs gevonden kart worden. O. behoeft sctrter geen volle rang te
treilbên zodat direct oplossen op bêlrdaar kan stulten. Dit km worden
opgêlost door eerst €èn kolo*sa-àendrukking op D ' uit te voerent
aJ'svolgt:
Iout_lÍne
Àangezien ( t ) in de regel geen eenduidige oplossing treeft
omdat D. rneestal geen volle rang heeft 1s directe bÈíekening
varr F cioor het direct opiossen van dè lineaire vèrge1j-ikin€
o
onmogelijk en dient ee:r audere veg te worden besandelcl.
De LrepaLing varr Fo is nu alsvoigt:
a. pas SvD toc otl ur, d..v.z. bcpaal 
" 
(nj * P3) ol vt (m x rn)
cn S (p. x nr) zoclr.nig dac:
J
rr. = u.s.vt nreL s = [t- ol
' Ln ul
Haarbij S, slechts e.Iementen ongel-j-jk nu1 heeft op de
naa1, n1. de singular Yalues ongelijk nul.
b. vergelijkin6 (l) gaan nu over in
u.s 'v-, F = -c . ofwel l=" o'l.ut. n = - vlc .oJL"olo'r
Uit de constructie van T5-{ volgt d4t im C. Cim D. zodat
in het byzonder geldt:
f-t
-urc. = l"tl (4)u Luj 
-t
c. Nu is F, eenduiCig bepaalt uib: F., = S.'C., (:)




Hierbj.j zijn de nulelementen in princi.pe w1llekeur1g maat
trier nul gdozen omdat we een feodbackmatrix in de regel zo
simpel mo€ielljk wi11en houden.
e. F zelf volgt nu uit:
r = [n" oJ .r-t (z)
opmerkl-ng: I{et algorit*e (fS,O,) kan stoppen met cr = g. in rrelk
g6va1 im Cj c' im D. en bovenstaande algoritme is toe te pas-
sen. (Isl) tan ectrter ook stoppen met nt = o. Het resultaat
is dan vr = (o). Duidelijk ls dan dat we voor r'" E(yt) iedere
matrix kunnen kiezen. fn het byzonder is F = O een mogelijkheid.
vo rantwo o rdinrr
..+
Het hierboJen besc}-.rerren al.go?itmê ter bepal-ing van Vrker H
komt uit f3/, al-eoriLtme 2.
t
-2h*
IIÏ , B. Impienenfatie van ÀCSr'r.
Berekend vordt een orttrogonale transformzttte '1,I ên 8et.r1len
*o a* 4J zodanig dat de koloutmon n.+1 tem. rlo van T, tle ruiuÈe











{Zie opnerking bij d.e worige paragraaf over 'vold.oent).
A]-s h€t algoritme stopt trebben we een orthogonale matrix Trr
en gotallen .o at *, €n spsnne:] de nr+l têm. no- de kolommen van
T- do ruimt" B, op. B- voldoet aan (1) en is daarmee een goede
benadering voor Rrker C.
out1ino van tret algorl-tme
a. Gogeven A (n x n) f,.* BlB(nxm) ofvel: p =lo.ol
D(nxq) L
b. Bepaal. To (n x n) en So (to t q) zodanlg dat:
[.1Tr.D = I "l
" Lol
raarbiJ no de riirang ls van D.
c. Stop j-ndien no = O. (dan is 8, = !r = O)
d. Pas B aan: lorlI olrl'n = lo.l
" L""l
e. rtepaal- Y (m x *) .* nf,z (n-norcr) zodanlg dat:
B2.v = lo B22lOJ
vaarbii €r dê ko1omrang 1s tan Aj.
f. Stop indl.en cr: m (Dan is j.m B (\in D = O en dus R- = O).
,"-rg. Pas B aan: f -1
sl .v = lel 1 n12lO LO OJ
h. Bepaal U (no x no) en S-, (n x rr) zocianig dat:
Bl1 ''u = [o s.lo l- tJ
uaarbiJ rr dê rijrang is van Bl lo




bewi.is van deze j-mplenel}tatj-e





-tR. =a- *{n rrAR \
-J --r .-o -J-1 ,Í{et 1.s niet moei1ijk in te zlon, dat (2) equivalent Ls net (t).
1{e gebrulkea de volgende notatle:
rr, = sp (e,, r.. ro*) en fm = sp (e*+l r.. rên) en daarmee so =
n.
To im I, 
= 
sp (t.,r..ri* ) 
"t Ê.i = T., im lrr'1 = sp (tr.*tr..,t- ).o o .o J o
l{e besijzerr nu dat d€ zo gêdêfl-niêêrclè S, voldoet aan (e).
-J
a. S = im Do
Dit is direct duidelíjk uit de stappen a en b.




Links vermenigvuldtgen rnet tftBeeft:
r-:=lA. B. OI J J 
_ o r'tzts
l_ _ __J -_ _:1 x i
_!Itrja rlj r * ra rr Ii.- - r -.I s o oiL0tl
o. j = j + 1
hertraaJ. vanaf stap k.
* i: = d:-ag (ut,r) ". trro^ tll im n = tr ,*o n til iri n
'!{e werken flln eren vêrd€r uJ.t:[o''o-1 f"' ; ["]l f* 
"t l"lltl'I n = i_o l.'ï " = L" 
'J L":l = L" -l [":] v vr
i". ol i-sl 1 Br t.1 [-urol I u*s12.]I l.i" :"1..'- = i " 
"3 l.u'lo rl I o il--i I o B-- |L J L OJ L O .]
l_o__l ,ê-12 I [o .'l
i$ j- i-l "' = i.ï .i u.L" I u:"1 L" *j
Nu is direct duideliik dat 5-m T n in til B = im Inl .
Stop in(lien rr = O (dan J-s l.m I)
Herbenoemen !
inD=oendusB*=o)
To..lia8,u, ïno) (nret po = n - no)
r Í 
-i I -r Io i I r,'^ 'r i 'r1 'Bl
'J = l-qi"" i-;l=
' -L ; r i-! to,- L.-L'-,-L * ^.1;-,1 lt* o | | i 
". 'iit'ol:il L" "l= t--:-LrEi L" "1
" i L "" iot ol
* tJ-l ) en s, (tj-' * rr) zodanil; dat:
= [o r lL JI
rj-Jrang is van Dr-1.
:in6 b].j stap h. )
'= o (resultaat is gelijk aan dat varr de vorige
' = .j-t (result:rat valt samen met im D, de 1aatste








"l.l Ir-^t llr r rj_1, u:rl 
i: : :'ï-'::l:i-lL::]
* r r r . 
"ïl - I I '_ _ 3 r_ _ _i
_t- r-* :-.-+--:-L-l
o lolol
r I t-t r I o r t t-lF".,-., lo i. i- | lu',t.-,u i .: t o tr I _l
_i-irli_l i = i - ; - r-J r, f*i*lr ,rl*r i i- - -t- -1 *r-:. I; -' =l-"T',J L- 1 -L r- t rl-i"l
T1 = '
-1[r,' ol ["' (
l" '"J'" 'Lo roI t-o-r-'I 
-t Il rr'A T1 l jr _'I lo'rl---J---ls lol oL o; r
tl = * 
- 
oo
Bepaat t (*j-, 
nï 
-.uJ- |
waarbij rr de i ,
(zie de opmerki ;
stop indien rr =
stap) .





[', oT' f',I lP Ilo r I lolcl L
["lJlr















Merk op dat cle resterencle transformatie Y: geen Íêzsnlijke
invloed hecft op in tfln.
Irr de rost wan het alg:oritme uor(len nog slectrts transformaties
U bepaald, die enkeJ. de eersts n. ko1ommen van de transforfla-
tie 'f, beroeren. Hierult voJ.{ít dat de J.aatste kolommen vanafJ
kolom rrummef nl+1 onveranderd bl-iJvêrr. Us kunnen nu conclude-
ren dat in de rest van het al.goritrne ds ko1ommon n1+1 tem. no
steeds im .lJ À im D zullen opspsnnen. 9,1 is rlus steeds gel-i.jk
aan S., + Inogrratr.





T1 .ir rrrl * ( To.tr tro n A.T3_1 .i"r rlJ-t;
Links wermenigvul-digen met tJl geeftr
ir rnj = i. rtl + ( im ï n tll.n,r. -.im r^J-l )t.o oo . no J i-] .o
-1 .or 
-t1vaarbiJ TJ,T.it In' = im Irr'vanvege ds opmorkLn' bij b. en





ll.b.v. do uitverking ín stap n vinden ríe!
rmrJ= r-mr ^ |*or-' urBj-r:'l.rnrJ-r*"'"ro *"'-rton I - r S -l'""oirrr=j
raarbiJ uit:[ol
ur'n.1-t = L.:l
direct het gestèlde vo1gt.
verantuoordl.nE
Het hierboven vermelêe a16oritme ter bepaling van R-ker H is
een rnodificatie van algoritme jr uit /3/. olr,aat <le bepaling wan
ê€n f€sdbacknatrix F zodanig dat Rtker n (À + BF)-iuvarlant ts,
trier niet nodig i-s, kon h€t wordgn verêenvoucll-gd.
'3..J -
ïfI.C. Depaliu* val een !. e F ( Rrkcr ri ) 
-
De bedoelilq3 j.s cen !'te bopal.err zodanig clat:(rt + r.t) Rr c rÀr
"pec ((,t + IJ .rr) | Br ) speciricecrbaar
spec ((,t + I].l..)(rrod &r)) specificecrbaar
de dêrde cJ.s is sl-echts rnoge,Li jli als (,t, U) rcgelbaar i s,
Veronderstel l- van de vorrn:
(r)(:)(:)
f"'".i [^i-' 'i-, : :llo ït I IL 
-j Lr r r r-l
F = ta + rb net Fa , g(f,t) c l.(Rr) (4)
Pas verder ccn basistransfornat1e T toe, zodat T-1x = (", rr)t
met r, e Rl en te r I\E*.
Dan 1s:
r-r.(,r.+ B.Fa).t = f^]r Árel enr-r "=f"tl (r)L'^zz| LBzJWaarbiJ het element Ár, nul is vanwege rle keuze van F..
Door dê keuze vffi Fa i-s aan ds eerst eis (t) wolttaan. Door ge-
schikte keuze v:rn Í'o noeten cle boicle arrdero eisen sorde'vol-
daan eÍr ve1 zo dat de 1nvariantieeis (1) ni-et verloren gaat.
lliertoe passen ve kolomsamo[rirukklng toe op matrj-x B,r d.w,z.;lol l* F -'l
f;;j - =l.";' :,:l (6,
Veronderstel vr:rder:
r1
Q''F,,.r = lutt "ttl (?)
" ln.. , rrl,
Dan blijft aan êj.s (l) voldaan, d..e.s.d.a. tsZZFZt = O.
Door do koJ-om samenrJrukking van I3a heeft B,, volle kolomrang
en is Fa., eencluitlíg bepaald,rtt B?pF2t = O en dus FaI = O.'
Iíe kunnea nu drle gevalJ"en ondersctreidên, noêrl darlrbij de
kolomrang van 82 (en dus van B"a) cr.
i. cr = O.
l{ê vinden!
r-1.(a + D.*.).r = l^tt ' Rrr'r1r-l-A-r. * D',Frz'l (8)
Lotizzl
u'b'v' de matrlces Al l tt Br I = Bt is aen matrix F.t., te be-palen zodanig dat spec (Art+B.ltFtt) Belijk is am de gerenste
po1.en. Dit duidt op pooLplaatsbaarheid. ln Rrker H. Dc polen in
X\3rter tt J'l.ggen ectrter vast en kunnen ni-et gespeciflceerd
vorden. Dêzê situatie treedt slechts op als (arff) nlet regel_
baar is.
1- 31i -
ii. cr = ur (* = dinens-i-e input)
De situatic i-s au:
'r-1'(.r + .'l'). r = ["t' ^tz * Btf 'l
Lo Azz* ItzzFzz)
ío\
Deze situatiê is in tegenspraah rnet de gestelde eisen op de
deelru:Lmte $t: hier is geen poolpfí,ratsinj. mogeliiL iu Rt : ! !
Deze situatie za1 dan ook nimmer optreden.
ij.i. O(cr(m
De me€st algemene situatie:
r-1.(;r + rr.r') t = ["" i o'tFrl-l -A-t2 * Dl lF1? * o'tut'-l (ro)
L o 'Lzz*BzzFzz j
l,Íe zien dat trier poolp].aatsing mogeli.ik is in de gehele ruim-
te (mits (.0.,n) regetbaar):
snec (4' 1 * B.l .,Fr,, ) stecificeert d.e poJ-en 1n Rxker Íi en
rp." (-1,r" * Bzz9zz) speciflceert de polen in X\Rrker H.
o pmerkingen
i. podplaatsing ír R-ker H ís al.tljd mogelijk (zo 1s R* 1m*ers
gedofínleerd).. Ul.t bovenstagnde constructie volgtr dat
(AttrBt) altijcl regelbaar is. In combinatiê met eis (t) volgt
dat (4., t , Bt t ) altijd regelbaar is .
J-j.. poolpl-aatsirrg tn !\3rker H is slechts mogeliJk j-ndien
(lrn) regetba;rr l-s. A11een dan wolgt uit dê constructiê dat
(lrrrnr) regêlbaar is.
i-11. Indien ( rl) regelbaar is en Ïret vol!êdige spectrum gespe-
clficoerd wordt, d..w.z. spec (A + IJ'F) i.s gelijk aan een voor-
af gekozen spec brumr is een extra vooruaarde op tret gerenste
spectrum nodi-g. Het gewenste spectrum dient opgesplJ.tst te
kunnen worden i.n twee deelspectra, die beide symrnetrlsctr ziJn.
ïmm€rsr voor poolpJ.aatsing is Írod18, dat een spectrurn symme-
trJ.sch 1sr d.v.u. dat met z ook de gead.iungeerde z- i. het
spectrum vóorkomt.
Indien beide deelspêctra een everr aantal polen (noeten) be-
vatten is er geen extra eis nodi6, maar 1ndien minsteirs een
van deze deelspectra een onevên aarltal. polen bevat i-s tret
nodig vaa bêt getre]-e spectrum te eisen dat zorl splitsin€ ge*
maakt kan rn'orden. È)ijvoorbeeltl een verzameling vafl polen a1s
( t +:.rl 
- 
ír i, 
-i) kan niet rorden opgetleel.d in iwee sym-
metrisctre deelspectra met rêsp. 1 en J el.ementen. Een vo1-
do€nde voorvaarde voor h€t (geheJ.e) gewerrste spectrum is de
eis dat het minsterrs 6én reeel element bevat. Deze voorÍaar-




i. Pas de tratsf ornatie toê ar.ls
ii. Pas kolou sarirenLlrtlhkin3' Loê
zodanig dat: 112 ' t{ = [o ,rr]
Llepaar Iil1 u-tr ur.a = [r,r.|
iij.. Pas poo1p1:ratsi.ngsalgoritme
bepaal een Fr.., zodaníg rlat
heeft.
iv. ïndien tret gehele spectfun gespecificeerd wordt:
Pas pooipl.aatsirrgsal6oritme toe met Aa, en I)ar dwz.
bepaal eêrl FA uodanig cfat (A22 + BrF2) 8euerrste polen heeft.
B.Fb.T =
aan de eisen (t),
Ii-i-i-
tol, dc volgen<ie co.nstructie:
ar1 ( :) ,,




toe uret 4., ., er Br., , dwz.




v. F vol€:t nu uit:
" |.,f.,;li" l,-,F= o"*Lo'Lnl:'rl.
Ter conirole:
r-1 '(a + ij'F)'T = t-i.(a + n.ra)." + ?-1
Io,, ",J i",li - -r I
f-:' n"'). 1;li - [;1i ".]
f^,, ^,;l . i_".: [*]j j{,_l =I o ^,,_l Lu,'- [11 I o.o..j
fo,,, o,J I u,,,t,,, ',tz ll_" orJ. L " ur.rl
Í-or, * BrrFrr Are * tsrFzl
I " orr*orur)
vaarmee aangetoont is dat deze eonstructie
(z) en (eventueel) (l) r'oldoet.
-33'
IIÏ. D. BeDalinÍa van een L € t íNti* c).
De be<ioel1ng is nu een L te bepalen zodat:
(a + r- c) grc wÍ
spec ((n + L c)lgr) speci.riêeerbaar
spec ((a + L c)(mod g-)) specificeerbaar
waarbij ífe tileecle eis (e) slechts rnogelijk is aj-s
neernbaar is.
r_1
r-l'r-o.er =lttt "tni (z)
l".t ',rJ
Dan volgt ui-t het vol-daan ziJn aan eis (1) Oat r-a., = O.
Àfhankelijk van de riJrang rr van de matri-x Cl volgen weer drie
mogalj-jkheden:
i. rr = O
-'j4 -
In de láatstc sj.tuatic is poolplaatsba;trhcj"d nDgel-j-jk in
heJ.€ ru1miê,t mJ.ts (Arc) w,rarnecnbaar is.
Ilier gèJ-den rde€r Cczelfde o1;merkingen a1s in 11Ï.D.
cons truc tic.
De corrstn:ctie is rm zrlsvol.gt:
Í.. Pas de transformatir:' toc als in (J)
ii. I,as ri.j samcndrulikirrii boe op C1 r d.r+.2. bepaal Q en C
zocfatt r 1| 
".t.,1c.cr = | á,!l,
tscpaal Cr" uibl
Ic..1
,l .c, = l^''l
' L"zz)
i'j-i" Pas pootplaatlingsalgoribne toe met À22 
"t cZZt d.v.z.
bepaa1. L* zac:ani.&, dat (lra * DZzAZZ) gevenste polen treeft.
iv. Indien het gehele spêctrum gespecifieeerd wordt:
Pas poèlpJ-aatsirrgsalgoritme toe met Ar1 o.t Cl' d.v.z.
bepaal L-l zodaníg, dat (Ail + L1Cl), gewenste polen treeft.
Kies anders Lt = O .
v. L vo1gt nu uit:















Iíe passen clezelfde aethocie toê als i-n
L = L + L. met L c t,(sr)cL(Nr)a D a *'-
en passen wederom een transformatie toet
rnet n- e Nr en n^ e X\Nr.é-
Dan is lteer!
ÍII. c. Veronders bê:1.
(4)





t-l.(,r + L . c).r = ior, ^rrla' 
[o o")
Rii-canenciruf<tring' van matrix C., Ievert nu:
f. ^ -lr .1 l-rr "1Zl
a.l cr .zl = | I
-r L" ""J
Yeronderstel verder! [", IL =L + r.l,- ---- -'i
" L[o ".J.oj
En inderdaad geldt nu:
rl
r-r .(r + L.c) .r = | ^t al-l" 
* Ltzczzl
l-o A2r*Lzzczz)
PoolpJ.aatsbaartreid is nogelijk in !\I:, maar nlet l-n N'.
Deze situatie treedt slechts op als (Arc) niet rraarneembaar
ii. rr = p (p = dimensi€ output)
Deze situatie treedt nimmer op (vergelijk met de situatie
cr=minïIL.C.)
iii. O <rr< p
. f Al I * Ll rcrr I Atz * Ll lc ,, * "rr"riT-'.(A+L'c).r =l --t-- |
L o iLzz*Lzza2, 
-l
spec (ar1 * LlrCrr) srrectficeert d€ poLen in Nrin G
"n". 
(,faa * Lzzczzj specj.flceert de polen il X\Nti* G
f",,,o,rl tl" o",i Lt'
fo,, or.l tI l* l-




-Ale * Lrca 
iÀo, + Lr"Coo I






In feite zij:r de problemen ïïI.C. en III.D. eJ-kaars duale.
Dit voJ.gt lrLei snelst door in het vcorgaande do tra:tsfo:rmati.e te
vervangen door T-1x = (n., na)b *"t *' 
" 
ë\gr en n, e Nr.
Hieruit volgt da.t nen kan ve-lsbaarr rnet één algoritme, bÍivóor-
beeld dat bcschreverr i.n ILI.C. (:.raarbiJ À vervangen is cloor Át,
B door ct en ? clcor Tt zr:dat de L clan wo1,gt uit r- = Ft).
Om programmeer-techniscïre redenen iÉ ecirter gekozen voor het
apart implementeren van beide algorj-tmen. In het l,INDÏS'l-palket
vordt nameliik de basistransformatie T-1x = (rt., ."),t gebruikt





1Iï.8. llepnline van o€n !i c Ii{v. Ê) .
De bedoelllg is het bcpalen vari een natri.x K vaarvoor
(rr + E.K.c) 
-€. 
c y
l)en der{]e]-j.jke rmÈrix bêstaat a1s vol-daarr is aan:
SCV
en iroudt vêrband net zg. (arUrC)-;-nvariante dcelruinten {zie
/S/ 
"n /6/). Uier zuJ'len dergclijke matricos vcrden gebruiktbi.j het bepa1en van oplossinger biJ DDPI'I en DDpI*ll,P.
Uit onderstaancle constructj-e van zo'n K volgt aat (e) cen vol-
doende voorwaardê is wi1 zo tn mertrix bestaarr. De constmci;ie
l"s af6elei.dt ul.t lemma 2.2 iÍr /5/.
metllgAg
l{e k1ezen eerst een L e l(g), zodat:
(a + r,.c) 
€, C g (:)
(r)
(z)
U]-t (4) voJ-gt dat B.K = L
te bepalen) en geldt:
(l + n.K.c).s = (A + (L
C S + V CV
zodat inderdaad de gêrÍ€nste K gevonden i-s.
I{e d1enen xrog na to gaan of zo rn matrix Lo
Stel eerst dat L_ inderdaad aJ-tiJd gevonden
o
Dê proeedurs is dan alsvolgt:




lutlu .B = lo ILJ
li. Veronderste]. verdar:
en bepa].en vervo].geïrs êèn
i-m ít- 
- 
































bepaal Lo dan zodanig dat voldaarr is aan:









Hier is V de matrix met als kolomnren de basisvecioren van
de ruimte V.
Lo v01gt dan uit:
lo = v'Y(immers: (to) imp:-iceert in L
lrr'l
u'.1 = u'.v.v = l--ll" =
" L ".1




(merk op, ctat, uit (tt) vofgt, door 1inks te vermenigvul-
dieên met tf . artt
l;J" =l';l ['l l-'l
l"'j " l"J -L"J =L".l
en i.nderdaad een opJ-ossing K bestaat).
RliJft nog over de vraag of ean dergelijke Lo aLtijd gêvonden





(.1. + r..c).s = A's + L.c-g Cq




ïndJ.en nu in LÉiur B verkeren we in de sl"tuatie waarin Lo = O
gekozen km worden en lndíen 1n L C im B + V volgt dat de matrl:6
Y al-s in (8) i:estaat, omdat Lm L"'= rn (r.(noa :-n n)) t 
"(.nroa iu B).
=im Y"
De bepaling van de matrlx ï h (B) en de matrix t< in (1t)
gaat op- dezelfde manier als besprokan is in III.A. biJ de bepa-






Gegeven <iaL (,t,B) regelLa:rr is, kont cen pcoJ.pJ'aatsingsal-





lr.F) = p(s) (r)
waarbi-j p(s) 
"e.r 
polynoorn j-s net vortels juist rle opgegevên
po1en.
Gegeven (Arc) vaarneenbaarr client een ilatrix L bepaalt te
worden z oclat !
det(rs-A-L'c)-p(s) (z)




L c) = det (r= - nt - c*r.t)
is het voldoencle probleem (t) 
"p te l-ossen.
De mêtirodê is gssp1ltet in twee deJ-en:
i. Bepaaf een b e in B en een matrlx Fl zodat (.t + n.n,, b) regel-
barar is.






b.tt) = p (=).
Het oplossen van j-. is heel eenvoudig. Er geldt nane1ijk, dat
(.0. + I F, b) 
. 
generiek regetbaar is voor F.
(olbeinn). (z)
Voor ïret bêg:rip generi"citeit al-smede voor een bevijs van (2), zie
biJvoorbeeJ-d /1 / .
De procedure is nu alsvolgt: -
i.a. Ga na of er een kolom b van B J.s, waarvoor (A.rU) rêgelbaar ís.
i.b. Lukt i.a. nletr neêm dan een kolon b van B, ongeliJk nuJ-, en
bepaal- tr'1m.b.v. een random-generator. (uit (Z) volgt dat zcrn
random Flmet kans 1 voldoet).
ÍIet oplossen wan ii. betekent het opJ.osse. t.. kt uit eon Yerge-





u.Tt) =.t * prr-r=t-1* * Fo. (:)




F3 = À3 * À2t, r.t * E u tt r + b ki F2
:
F : It * Àt-1u kt + ." + b kt F*-1
(ro)































Toepassing van de sÈe11i"ng varr Cayley-llamilton losrt ons dat
p(r) =o (,')
zodat uit het voorgaande vo1gt, :;arnen net het foitr dai re6e1-
baarhe:d. van (Írr:) imp.liceert <1at de regelbaarheicisnatrix re-
guJ-ier en dus invertc-eriraar ls, clat;
r.t = [o .. u r],[t,I rr, .. , À'-1u].,,1r1 (;)
ste-r ct =[o .. o rj.[rr,À b1 .. I It-lrr] *, dr,r is irb = oti'(l).
De metliode i.s nu alsvolgt:
ij..a. ]-os het stelsel,
lu,-a u, .. , À*-to]t.. =1o.. o ilt (e)
oP.
ii,b. bepaal kt uit:
- 
t t t= t=n-1 t=nku = poou + r.re'À. + .. + nr_re'Á'^ ' + ê"Á" (?)
ïn botaliteit kont het algoriitme dus neeï op:
:-. Bepaal- I zodat voor een. kolon b van B (A + s \, b) reËel-
baar is.
ii. 1os et og uit (ó) en trepaal. kb uJ-t (7) net Á = I + r n,






Bi.j de storingsontkoppêl1ngs-problenenr zoals }^.íerna be-










z e Z = Rr de te rêgo1€n of te sctratten variabele
rv.À. Dl]P: Disturbance Decou Protr1em.
U1tgaancle valr systecm (r) mct C = I (d.v,z. dê gehele toe-
stand 1:an worden wêiargcnorilen) worrtt gezoctrt eên feedbackregÊ-
]-aar van tle vorm:
u = F'x (r)
zodanig clat dê storingen d geen invloeci hebben op de te rege-
1ên variabe].erl z.
't{iskundig gêzien komt dít Beer op het bestaan van een ma-
trix F zodanj.g dat de transferfunctie van tret c1r:sed-1oop-sys-
teêm nul is, d.w.z.:
H.(rs-au)-1.e=o (2)
'i{e hebben dus:




R.F)-l.c = o ?
en:
(oofef) Bestaat een F zoal.g in (OOf) tervÍJl bovenclien de
polen van (.0. + n'F) wi1J.ekeurig te kiezen zijn. ?
Belde problemen zijn opgelost in /2/, vaar nodige en vol-
doende woorwaarden zijn af6e1-ei-d, nl.:
(oor) is opJ-osbaar desda im G < rFter(n)
(nolrr) 5-s oplosbaar desda im c C nrter (n)
en (1, n) regeJ-baar
Den oplossing voor (nol) :.s een F e g(y*ter(n)), een oplos-






bewi.is vgn (3) en (4)
Noodzakelijkheid: zie /Z/.
VoIdoênde:
zodat z onafl..anke1.ijk is van d.
Onder d.ê voorwaardê zoals gestold in (f) is DDP oplosbaar
en een nogelijke opJ.ossing is F c l(t').
set bewiJs voor (4) gaat ana1oo6. Voor de constructie van
een F zodat n 
" 
g(E ) en spec (l + n F) speclf1ceerbaar, zie
ïtI.C. I{e?k op .lat voor hêt specificeerbaar zi.jn van de po.len
van A + B F nodig is dat (lrn) regetbaar J-s.
opmerkinB.
Met betrekkin6: tot het probleem DDPrP díent opgemerkt te
worden dat tret gewenste spêctrun moet voldoen aan de eis:
Jz c spectrm nst im z = o. (6)
DeTe eis .J-s êen voldoendo voorvaarde voor het kurrnen op-
spJ-itsen van lret gewenste spectrum in twee dêelspectra. Zie
ook de opmerking in IïI.C.
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Aangotoond wordt, dat dè voo:'waarden vo].doencie zijn vj.1 rie
aangêgeven opJ-ossj"ng indêrdaad voldóen .
Pas een basistransformatie .l toe, zotlat t-1-r = 1.r., talt
meb vl c Vl c,, te . I\yt.
Toepassing van de feedback u = F x met Ir c n(V*) gecft dan:
f",l = l-A, r*BrFr 41z*81""-l i-"i . fo'l oL"rJ l- o 
_ 
Azz*DzFz-i I'zl t" J tT 
- 
[-.l i5)z = lo *.1 I 'l--urv,
- L'"1
l{aarbii G, = O onrdat im Ccyr (ne eis)
en Hl = O omdat lrck". I1 (per def1nitie).
Ilierul-t volgi ogenblihkelj-jk d,at z = tïrv, en r'a = (lr"+f ZFZ)VZ
TV. B. Di-)$P: Disturllarce t irat io Problen.




zociali-g clat I eerr scll:rt tlrrtg is van (lo tê
err deze schat b:Lng zorlanig is da I de f out
on:rfhankelijk is van dê sturing Lr en de
Ife trebbên dus!
(olal) bestaat een estimator (FrDrRrluÍ) zoclarilg ditt e = n - à
oaafhankelijk j.s van d en u. ?
(iiooeee) bestaat een estimator zoals fn (olne) saarbij boven-
dien het errorspectrm wi1lekeurig te kiezen j-s. ?
Beide problemen zijn opgeiost tn /4/, vaar noclige en vo1-
doentle voorwaarden zijn afgelej-d, n1.:
(n::or,) 1s op!-osbaar desrta gtin (c) C lcer it
(nouetr) is oploebaar &!g Nxím (c) q ker H
Een opJ-ossing voor (ooff) is:
F'=(A+tc)(moos)
D = -L (mod s)
R=B(nods)
M=H(nods)
waarbij S = Srim (e) en I e r,(srim c).
Een oplossl-ng voor (OOOlle) heeft dezolfcte gedaanto, nu
met s = yr ir (c) en L e l-.(urrrn c). ,
(r)
scluibten variabele z








Àangetoorrd lrordi;, clat de vooïwaardên voldmrcic zijrr, vi1 tla
aangegeven op.lossin6l intlerdaad vo1doelr.
Pas weer een basisLrarlsformatie toe zociat T-1" = (t', 
"")t
met s- c.i* en s^ c X S*. IÍe vinclen dan:
l',l lo' , o,.l I",-l i";l l-.;l
L=; = L,'=, ^.J I'J . l"J ' . Lol o
r . l'"-l r" 1
" 
= [., "Ji-'l , ' =[o "Jl-'l = rLzuzL"2J L'zJ
waarbiJ *a = O omd.at in CCS: (peï rrefinitie)
en H-, = o omclat It c t.t H (ae eis)





uaarbl.i L, uiÈ: L = T-r l,tl " Ug*).
L"r)íegens dê keuze van dez€ L is 412 + LaC, = O.
Ee:r korto berekening geeft dan:







i = (^zz + Lr.cr) (ue -')
zodat de fout e in de schatting inderdaad onafhanke].iJk is vaÍr
de storing d.
Het be-*{js van (3) gaat analoog. Merk op dat een L e Le(N-)
iui.st zo is dat spec (4,r, + LrCr) geliJk is aan de gewenste po-
len. Voor een constructie van zorn L zie 11I.D.
_]16-
IV.C. DlPlÍ: Disturbqnce-**icoutling Cl:ql1cm wlth ne4sr:Aêj€nJÊ




zodani-g, rl:rt cle s boringcn cl ge cn inrdoecl l'.ebben op cle te rcge -
len varj-abele z. (l,íerk op dat DDP in feite een spccia;r1 geval
hiervan ls, vaarbi"j C = I in systeeln (l). fn dat 13eva1 kaÍl
volstaar! ?toïclen met cen ciirectê .berugkoppelinpl u = F y = I' x
1n plaats van (l)).
'ÍaJ.skudig gezien kolet cle eis weer neer op het nuJ- ziiÍr van d€
transfermatrix van d naar z vm het c1-oseclloop systeem.
Dat cJ.osedloop systeem treeft hier d€ vorn!
i;l = |.^+ RNc BM]|.xl * l-n].ol".l 1""__ l<.|L"l L"l
" ' 
i*l
" =lH oll Iil L"l
1tê hebben nu:
(z)
(noeu) bêstaat een feedbackprocessor (KrLrfírN) zodanl.g tiat
ds transformatrix van (z) nul is.'?
(oni,uee) bestaat een feedbackp?ocessor a]-s in (ooeU) waarbii
de polen wan het cJ"osedloop systeem vil.lekeurig zijn
te ki,êzen. ?
Yoor bsicle prob1emen zijn nodige en voldoende voorwaarden
àfgêJ.eid in /41. Betral-ve in /4/ wnrdt op dit probleam ook in-
gêgaan it /5/. ZoseJ- IÍll-Lems rn /\/ als schumacirer in i5/ ara-
gen ook op1ossingen aan. De oplossin6 van WiJ-J.ems Ís welllqht
inzichtelÍjk6r maar die van Schumactrer leldt in tlot algemeerr
tot lagere dÍmêrrsies. Scl macherts feedbackprocessor is aiti.jd
van dezelfde dimênsiê al.s tret systeom zelfr terwiJl- tii 1{111ems
een €n ander kan oplopen tot drie keer di-e dimsnsie.
Het volgende is afgeleid:
(r)
(ooeu) is oplosb;rar <lesd.a gli* 1e; c fter (u)







Laat verder À", -
dan volgt dat t À
Uit i6) v'oJ-st clatl-o*ur
. I veAcr=l-r,uc+n
en hieruit volgt:
lp * q-l ltn
,r,l I =l
"L q I L("
l-o' + on It' - |
- lo' + q" - p!
netqtelrqtte
































V en pr e S .
Schumacirer draagb nu cle voLgenrle oplossing:ran:






p c p(ft<er(tI) )v 
-'-Ls c !(grin(c) )
li--- c r(rFrer(fl),srin(c) )vs
Í.ngoval- we (oof,u) oplossen en:
r-- c r'-(n*ter(ri)) met spec (n + n F) spocificeertraar.v 
-D'-L- c L-(Nr]-m(c) ) met spec (À + L c) specif1ceerbaar.s 
-Ê'-K--- c i((Brkur(li),gfi.(c; )VS
ingeval r*e (oonuPt) opl"ossên.
bevi.is:
noodzakelt.jkl.eid: zie /4/
voldoende: I{-ê bcvijzetr dat de voomaardê $ C ! voldoende
is opdat de processo?, zoaLs gedefinj.eero in (5) j-nderdaad vol-
d.oet aan dê gestelde eisen, d.u.z, de transferfunctie van het
clossd.J.oop-systeem nul. ilet bowijs is van !{i1lems}
I,/e definieren r1e volgende deelruimte:
'=rÍ-".l *"r[.*l =l"l .["] .pes.,o"v1- LL*J L"J L"J L*l -J
De iaatsbe stap volgi trJ-t de tlefi.nlties rran Frr L" rt Kr.!
(.r+lr--)vrv, ia+l c)scS en(A+uK c)!Cv.
uit ,t" *r:'';.; lpro'rr...t,"io,'g1 y volst n"t u"'ï,]"n van een
(:) veVzodatmetvr =qr +qtt.y enpt a1sbovengeldt:
vr=v*ptÍ-vr_o,J
(fo) gaat clan over 1n: I 
- 






:i g t<er[il o]
(ul-tvCkerH)
Do J.aatste drle gcgevens g6ven aanleiding tot
r^'lÀ"r.rnl[l . o., s c c ct".[u ol
waarna uit (1!) vorgt
. f^l(rs 
- 
r.r)-t *|'3] c r<er[x ol
en inderdaad de transferfunctie[tl o] tfr -
Hiermee fs (DDPM) volledi€: bowezen.
Voor (DDPMPP) passen we d.e transformatie S
Dlt imoliceert:










al na gelang *e (ooitM)
---rr-_jv voor I rêsp R en S voor !i rosp.
reso. ( DDPMPi') bewijzerL.
Eaaruit:







,.,a,..^-L i h .,
H:'
Oo.ic Licr r:i icnt ccl opl:ir-'r"1lia1; i.t-ciri3.r1:t tl vorde:i ove:a i:e 1; iïo-
vensóe spcctnrijr. Ll (jc cí:r'ste jr1í]ats titoiri cr:tr oprlt:.l.i,rrg al-r -in
{ t f ) moA'eli.i-rr z-i- jn. V{rorts i;rcc bcn de Irei,lc zo Jrt:itali<-' clL'c.-i :jire c-
tla nog Hcêr ëc:ls olrlj,í:iiÉ:clil .kunne-rr sot,lrn.
ilea volcloeiirie vullri:rt:ij,: is tic els aLiti i)ri(ie riE.,1si:r:ct:'a -i,,t ( i7J
e-1.!- ecir zui-.rí.r'f i,'.)e1 e1!.:riàilc !-.a:-!'a1,ierr. Dezc ei-s is eciii:cr í..ii't
ncoilzirh.,r-i-:i.j1;. /.t-e ooli,::{-,o,ueriri-nge:r i;:i-j Í.iI.C, err -l,t.I.-1i.
In i,ïDIA wor':le a1 acirterecnvol gene c1e pílf e:! S.vraagd bêilorcn;-1
trij $* , rrji j!\irr ,ii'j'\ cn LiJ.S\:\r.
Behalve dê irrvariante dee1ruj-mtsn zoals gedefinleerd in
hoofdstuk IïI bestaarr l i-erva:r ook z{ï. rtrJ.jna invariantet wer-
sies. Deze worden o.a. i-n /lZ/ 
"n /13/ a"or l{il1erns geintro-
duceerd. In dlt troofdstuk wordt volstaan met het geven van de-
finities en nethoden om die deelruimten te kunncn bereLenen.
Voor bevijzen en toeirassingen varr dezo dee1ruimtes op de tal1-
nostt-versies van de síoringsontkoppelingsproblemen wordt ver-
w€zen naar /lz/ 
"n /t3/.
a
IIet 'bijnat:ldee kont ondermeer tot uitj-ng met bovenstaande
flguren waarin vlnr. ziJn uitgebeeld een (Arn) invariante deel--
rulmte, een biJna (ArB) irrvariante clesJ.ruJ.mte, eon regeLbaarhei.cls-
deelrulmte en een bLJna rêgê].baartrej.dsdee1ruilmte.
-52'
v.À. qg_f.i*i!.i9Ë..
Bi,ina (A,IJ) invariante dcelrui.mte
Uj-tgeande van hêt systeerr i. = 't * + B u heêt een deelrui-urte l.< !
Al1roost corrtroilecl. iuvarinnt of lri jila (a, n)-invariant a1s:
V*o 
" 
I.en €)oftrajectory x zodan;ig dat x(o) = xo en
a(x(t)'I")É á vo'r \/t.
fij..ina reRel-!Éralh-e :Ldsde q 
-ruirat e
Ui.tgaancle van het systeem i = a x + il u beet een cleelruimi:e R.C X
Al.].most controllabi1ity of bi.ina regelbaartreldsdeel-ruj-mte als :
Y *or*' ê Ra I T> o zoclanig dat V{>o ]braiactory x net x(O) = xol
x(t) = x., en d(x(t),Ba)( f voor !b.
arqotste el-ement.
Dvenal.s in het niet-bljna-geval g:e1dt ook hier clat de verzamel.ing
van ru1mtes I. resp. B, eosloten is onder optell1ng en dientenge-
volge bestaat van eJ-k ean grootste element, aangeduidt met resp.
v- en Rr. lle trebben nu;
-" 
,r*rïï = ",,. f t \ ," is bijna (A,Ii)-r.nvariant en y.( E J .)-ar-' ' L:a
d(X) = =rn [8. ï% 1s bijna regelbaarheidsdeelruimte en R.c K J(r),(e)
A1s bijzondsrtreid (z1e th. 2 pag. 237 ín, /t2/) getat:yl(") = v-(x) * nï(x) (r)
- 
-a'-JVl ut Al ziJn eveneens te bepalen cloor toecloen wan d.e algoritmes
(rsl) en (ncsa). Geef nret $de oplossing aan van (ïsl) en net








(4) en (?) *.t.n reeds bekend (zie ïroofdstuk ïI/. (5) en (6)
geven ons cle mogel.iJkheid toÈ het trerekenen van $(X) .. {tXl .
Ui.t i5) zal het ogenblikkelijk duj.clelijk ziJn \íaarom (ACSA) niet











Biina (A, C )-1nvariante deel|uil:-te
Uj.tg:raïrrle ton i = A x en y = C x ireot een tleolruinrte 9.C !
a.tlÍnost conditj-onal irrvariairt of bijna (a'C) invariarrt a1s
V *^ o S- err f)o ]matrices K en L zodani6 daÈ voor w(t) met
-ai = n* + L y en v(O) = O seldt:
í1.(t) - x(t)(mod g")lí<é,Vt -
lJ L ina niot-vaarneembaarLreidsdee1ïuimto
I,lederom *.t i = À x en y = C x hreet een deelniimte Ia C I
allmost conplemcrrtary observabi Lj-ty of bi jna*niet-lraarneemba.lr-
héÉ.d.sdeèlTuimte a1s V *o . I. en polynomen p met graacl p =
toestanctsdirnensie 
- 
<1irn No en{{ )O , ] natrices K en Lr zodanig
dat voor e := w 
- 
x (mod Io) o. volgende ui.tdrukking geJ-dt:
e(t) = 
"Kto(o) + d (t) , vaarbii:X* = n ., \lottl\ï<Í.Vt.
Dvena].s in tret niet-bijna-6eva1 duldt spec (It) hj-er het
errorspectrum aan.
l<l.einsto elenent
De verzameling van ruimtes 9a resp. I. bezitten een kleinste
element omdat ze gesloten zijn onder intersectie. 1,/e vindên:
g: (E) = inr t g.l ê" is bijna (a,c)invariant en 5 a C"l
Nr (K) = fnr ( N I li is l:i-ina niet-waarneembaartreidsdeelruim-
'-ï";-3, KcN^1 t8),(e)
-aJ
tn /13/ worden de volgende dualiteitseigenschappen afgeleict:
gt in c = 1vt t *t ct)r
Nr i. G = 1R- r.t ct)r
sf rm c = 1vr t"" et)l
-A '-a
wl r- c = 1n] r..r ct)r
-^ 
r-à
Geef met Ifde op:.osslng atrn wan (fS.n), met gfde oplossing van(lCsl) r* Ëwe.zo Sf .. Uf voor d.e opÈossJ-ngei van de duale a1-
goritmen tzie I'tS/ï tran 1Ë af te leJ-den:
-)4-
l3ovelstaancle vcr3elj.ji<inge-n eol'eeil m.ir.\'. de dualiteits-
eiger]sctr3ppen direc't ui-t (4) - (f ).
Qck nu 1).1.i jkt .lat re iran clo algoritnen (iSA) 
"n 
(.CCSa) vof-





srimc = s?^ = (ulo"o.)t
Nr im c = r,r? ín-- -t )r
-a -1m G '-Ker G
s-irnG = S: ^ A N:
-a -Im (r -1n Lt
Nrimc = sP -+ NP so
-1m (i -am G -,, o
:1-i * G
, --€ ,t / --.o













voor l..et bepa]-en van vlker 11, Rtk"" fi, Stl-m G en {Íim c zie
de troofclst'-rl<ken lI en fII.
lirker H
Voor Ïret bêpalen van de grootste bijna-regelbaarheidsdeeJ--
ruj-mte in ker tI passen ve (aCSA) toe met K = l<or tl.
Yrker i{
Voo? hêt bepalen van cle grootsté biJna-(ArR)-ilrvarianio deel-
ruj.mte in ker lI passen we V.Á.( 6 ) toe.
Bepaal- een matrix Tr zodanig dabl
lsl
er.[v Rl = | iLJLoI
uaarbij in V = fker II, j-m R = !f,f."" U en S vol-J.e rijrang heeft.
Als rr de rijrang is van S dan spannen de eerste rr ko1ommsí vaï
de natrix T juist de ruimte i*[v nl opr €n dat J-s, vol6ens v.A.(ó)
iuist Vrker H.
i.Itlm c
Yoor l..et bepalen van de kleinste biJna-niet-waarn6êmbaarhoids-
d€e]-ruínte die im G omvat passên we (lCS.n ) toe op het duale sysieem
en nêm€n [ = ter ct.
stlrn g
-a-Vcor het bepalen varr de kleinste bj.Jna (Arc)-invariante deel-
ruimte clie l-n G onvat passen we Y.À.(16) toe.
Met l-m S = s-lm G en im N = Naïin c vorgt uít v.A.(16):
gfrn c = im s 
"r 
1m N = 1"1t* s;r + (i* N)r)l
-aAangezien in LIDIÁ, steeds de gehelo baslstransfornatie T" resP. T.
wordt beraard vaarbij de eerste p kolommen van T" da ruimt€ Srlur E
opspanrren en de eersbe q kolommen van T* de rulmt. *+* G (met
p = dLm sri. G en q = dim Nrím G) vinden we (in s)r iesp. (i* u)*
al-s bet opspansel van de l.aatstê n 
- 
p kolomnen van ?"r resP. de
J.aatste n 
- 
q kolommen van T-. Veronderstel daartoe:
j-m sl =.o (*= r..rts )t.r i* Nl = sp (tn 
-r..rt. ).
-p+ 1 on "q+ 1 "n
Bêpaa1 nu een matrj-x T zodanj-g dat:
rRl
r-.fsl wll = l'i^ 'L- " r LoJ
met R volle rijrang rr. Dan spmnen do laaÈste rr+1 tem. n -de ko-




Àangez:ien de hiervoor besc'trreven storin65sorrtkoppe1ingstheorie
pas echt lnteressant wordt a1s er ook werhelijk toepassingen voor





T.a.v. de destillatiekolonr zijn c1e volgentle verondersteJ.lj-u-
8en fjenomênt
- 
de vluchtighoid J.n dê geheJ.e i<olon is corrsbat
- 
iedere schobe.l is perfech, d.v.z, is lOO y'a efficient
- 
er is een toevoerschotel uaaraan een ênl(ele voedilgsstroom j.n
d.e vorm van verzadigde vloeistof (op kookpunt) wordt toegevoerd..
- 
do,.gas-overheàd i.n de bovenste schoteJ" condenseert vo]-.].edig
in de condenser.
- 
de aehterbliJvende v1àêistof op iedere sctrotel i.s constant en
pêrfect gemixed
- 
tlet achtêrbfijvende gas is ver]Jaarloosbaar
- 
dê v]-oêistof-flow door de schotêls is constantr de gas-f1ow e-
veneeng.
verge f.i.ikl-ngen
Uit de constante vluctrt1-gheid volgt de volgende vergelijking
die hêt gas-vloeistof-evenwicht aangeeft:
'n = rït;=i);,
ËaarbiJs x. : vloeistof-samenstolling op J-dê schotel
yj : 8a3-samenstelling j-de schotel
a : relatieve vluchtigheid.
ln de condenser geldt:
'vn*o=q(vr-*o) G)




*r =Ë (x" - xs) * f (yr*' -13) + Ë ('r-r - *r) (4)
Voor de verarmingssctrotêls: (f+1 <jSN)
'Vm*i=f(Y;+r-ri)+f(*3-1-*5) (l)
En voor de reboiler:
' 
", 
l*3 (x,.-x-.) (6)*" =E (xrÍ - yu, + q \xN - xrÍ,
BLJ dl.t a1les is:
L 
=L +F
v' = vo (z)
(r)
-59-
lfaarbi j : I)
!r
-60-
florr-rate van het destiilaat
idem varr fret bodet;t-1iro<1ukt
j.clen vair de gasstroom door tle scirote1
i-d+il1 varl rte vloerstofstroom dí)or de schotels
iiet ver'r-i jkj-rréjssedeelie
irlerl v:rn de vi-oeistofstrootit doo:: de schote.!s
tre b verarruirrgsgec.leel be
L
H : achbcrblí,jvenrie vloeis Iof op iêCcrê sciroiel
ih: i;ers irr ele r"eboiJ.er (trorlorr)
il': iden in de ccn<Jensor
F : fiow-rate van cle toevoelstroom {constant)
De f.lovrate vordt uitgedrukt in mol/minuut, H, Iií en liD
uitgerlrukt 5.n mo1.
Dr blijkt een evenwichtstoestand be bestaan. Rond deze





























do te regelen toestand
B, Cr G €n I{ numoriak bspaaid:
-o,ggl , -1.o51 , -1,118 , -1.584 ,
-1.823., -1"943 r -O.171) i=l;..;11
0.522 , O.5?2 , O.522 t A.922 t
O.g?.2 , o.1i5 ) i=l r..r1o
o.529 , ít.596 | O.596 , O.718 t
'i.o2 1 , 1.1112 ) i=1r..rlo
matrix À zijn nu]..
reboi]-er
Sc}".enratisehe voorsteJ-l Jng
waarbiJ b betekent: af,.*iiking t.o.v. êvênvícht'
tn /14/ ziJn si.muJ-aties uitgevoerd vairrult bLeek, dat het
gelineariseerrle systeen (8) zJ-ch net zo gêdraagt al-s l- et nl-et-
ll-neare systeen ( 1 )-(7), mits de afvljlrlngen t.o.1'. het €ven-
wichtspunt nlet te groot wQrden . Ilit i-s dê reden dat hier
s]-echrts slmulaties zl-Jn ui-tgovoerd met hêt gelineariseerde
systeem.
ln /t4/ zlJn de matri.ces A1
A 1g tridia€onaal.r mêt:
À(r,i) = (-0.174 , -o.943 ,
-1,640 , -'t.721 ,À(i+lri) = (o.52tr , o.522 ,
0.922 , 0.922 ,
À(i,í+1) = (o.105 , c.469 ,
o.7gg r o.901,




















[r o o o o o o o 0 oc - [ooo0ooLiooo
LJ-dia berekent bij bovenstaand
vrker ij = sp (err"4r.5r.6r.?rt
Rrker H = o
slJ.mc=sp
-o.o23ooo0oo
-0.619-o.o72-0.1o? o o f) o
-0.495 -a.433 -a.432 o.2o9 o o o
0.44.6 
-0.544 -o.o42 o.412 -0.371 o o
-o.729 -o.34il o.o6j -o.o88 -o.23o o.543 o
OrOrOrOrOrOrl
o.or+7 0.2?5 
-o.407 0.o57 0.1I{8 0.84() 0
-o.i59 o.3jt5 -o.006 *o.14(-) -o.888 o O
-|(..129 0.368 0.131 O.87O O O O
0.272 0.?64 
-0..181 o o o O
-o.22O O.O9t O O O O O
xt:-* c = m1 tr.
en concludeert dat geen van de problenen DDP' DDEP en DDPIT{
opl"osbaar 1s.
Gebruiken ve J.n do trerelieningen slectrts de twoede kolom van G
(a,v.z. ve bepêrken ons tot de tweede storj-ngscomponent), dan
vl-nden lre dezelfde Vrker H, Rrker H e. Sri- G en is
mtirc=srimc.
Nu bJ-ijkt DDP oplosbaar te-zijn en een oplossing is:
" 
= |., o -:]30.06 o o o o () {r 470.1? ol'l
lo o -e5r.4? o o o o o o 632.04 u_j
D€ problemen DDIP en DDPH zijn nog steeds ni-et op3-osbaar.
-- t);: 
-
{e proberen, of een extra wa;rltteniirtg kali 1:e1pen. Daaróóe nem€rr
we y3 = x6.
Ilet :1, B ên H a1svoren orr irï
It o ti \) (l íJ L) o r) t) ()l r -lbc : to () (r u o r, r.r i,i ó rl, 
" 
*f,,., o o o o.h l o o o oJ
LO {)()O rO('()OOJ
vinilerr we:
Vrker H = sp (o3rn,*r"5r"(rru?r"gr.oi7ro16)
1q:iqsa li = o
srimG=sp("g)
N*imc=spi,,,5)
orr kunnen we concluderen, <iat zovê1 DDEP a1s DllltlÍ nu oplosbaar
zijn.
Intuitief J-ijken de waarnenl-n€en yl en y, weinig bij te dragen aan




B, II en G alsvoren en c = l-o o o o o I o o o o oJ.
V-ker ÍI = sp ("3r.b, e5te5te7tegra9re16)
Rrker H = 0
^t. \5 am u = sp (e6,/
titi. c = ll1 1.
Opnieuv z-J-Jn DDEP en DDPM oplosbaar.
OnOat (Are) niet regoJ.baar 1s, zLií DDPPP on DDPMPP noolt oplosbaar.
- conc.Iugi.es.-
Het bll"jkt onmogell-jk, de beide storlngen, resp. vêr'storlng in
cle samenste1llng van de toevcerstroom en verstoring in de grootte
van die toevoerstroom, te onEkoppelén van hêt eindresultaatr dê
vloeistofsamenstelllng i.n. de ccndensor ên de reboiler.
ïndlen ve de v]-oslstofsamenstel{lng van €lke schotel kunnan Íaar-
nemên; bl-ljkt de verstorlng in de samenstelll.ng vm de tosvoer-
stroom te kunnen worden ontkoppeld van het eindresultaat (oUr).
Doze ontkoppelia6 l-s nl-et nogeLl-Jk a13 vê alleen de ej-ndresulta-
ten saarnemen (hetgeen l-ogisch Ls, a1s men bedenkt dat de invloed
van de storJ-ng dan pas ïaargellornên vordt op tret moment clat deze
eigenlijk aJ. veggeregeJ.d trad mocten zijn.).
?oepasslng vaa alleen de waa.rnêmlng van de samenstel]-ing vai de
vloel-stof op de toevoerscliotêl 6eefb de rnogellJkheid deze ontkop-









van tlelang is. Ïn dit geva]. sordt eêrst êsn verstoring tveroor-
zaaktr en daarna in d.e vloeistofsaÍnensÈe11ini- op de voeCingsscho*
tel waargenomen. l)oor vervolgens de vloeistofd\iorsÈroming te rege*
fen is het rnogelijk de veÍstorinS rveg te makenr voordai deze het




















-o. ooJ 1 2
-o. oo3B2
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T.a.v. het te modelleren zeescitip zijn o.a. de volíjende vêr-
onders teL.J-ingen éjenoiilen!
- 
het schip vaa::t net een constalte sne.lb.eid. rechtvooruit (in
de x-rlchtj-n;f.
- 
trq:t zuaarlreput van i.et sclri-p bevindt zi.ch in het x-z-v1ak
- 
].adj-ng ên verdelirlel van lad.ing b1:tjft consba.nt
verge1i.i !<irrgen
De r+et van bèlroild van Ímpu1s en dê wet van betroud van inpuJ-s-
nonent geven:
* (*Ë* r uo + 
"o*Ë ) = Y (v,r,[,+,;)
t" 





















stand van l.et roer
ric}".tj'ng van het sc}".ip
massa aan het schlp (constant)
braagheidsmoment rond dê z-as
- 
x-coordinàat van l]et zwaartepunt
- 
component van de tr.'.drodynamische kractrt ín y-richting
- 
compcnent van het koppell door de bydrodynamlsctre kraetrt
veroorzaakt, J-n de z-ri,chtlng
ALs verstoring wordt beschouwd de wJ.nd. Iíe gaan erwanuit dat
cleze wlnd elechts verstoringen teveeg brêngt in de rrorm van een
ad<lj-tieve }iracht Y-- en een addatief draal,moment Nv, lj€ze zlJn
w
afhankelljk van d€ richting van het sctripr Y r en têvens van dê
rinrirlctrtingr ê , de richtJ-ng van de relatieve wJ.ndv€ctor wrê1t
riê teliening, zoa]-s dl-ê op het schlp wordt rtaargênomen.
I{e kriJgen dan de ver6elijkitrgen:
.(*Ë*ruo+**$Ë) = Y * Y(t,o) (:)
t,ËË +mxc(${*.,,o) =:{ + H(1,ê) (r{)
Er bestaat oen evenvichtsput..S'Ls i = I + O woldoet Ín ieder
geval" v = r = T = N = Or uitgaande van de veronderste1ling dat
tret schip simmetrisch 1s rond het x-z-vlak. Linearlsatl"ê rond

























ail zijrr af]ranke]ijk van de parareters van de
currstante factor i:r cle r*indverstoring. Zuidweg geeft in /16/ tor-
muJ.es voor t1J .t a* waardoor bi-i op€:egeven sindsneltre1d en
-richting deze factorsn kunnen worden t,erekend. De overige waar-
den van 
"j.j tt b",, zijn te vinden in /15/ voor een viifta-l vsr-
schil1.ende scbepcn.
De factoren el en e2 zijn de fluctÉatlês in rrindsneltreid en -rlch-
ting err rordên l- ier a1s de storing opgevat.
Ten owervloêdê z1j hierbiJ vermeld, dat wordt uitgegaan Yan een
.rverstoring'1 ul-tsluitènd het gevolg van de wlnd, waarbij deze
ls opgedeeld in oon constant deel (de 5:emiddelde sne.l-boiid en
richting) en eên fluctaerend deel (de afwiJkJ-n6: in snelheirl en
richting). Het constante deeJ- wordt in de systeembeschriiving
opgênomên (de factore* 
"1j ". arr) e. hêt fluctutrende deel vordt
als storing beschouïd.
ïí LïDIA ziJn voor alle vj.Jf schepen, vermêld tn /15/, de deel-
rulmten berekêndr $aarbii d.e wind weronderstsld werd te vaal.en
met een gemicldèilde snel-heid vaLn 12 rn/s en j.n een hoek van 45o
tov. van het schlp. Voor de f'l5f vermetde tanker (elo.ooO avt)





It-ker II = o
srlm G = n3
Nrim c = nr3
raaruit geconcludeerd karr liorderrr dat gèen van de prottlêmen
DDP, DDEP ên DDPM oplosbaar is. líordt alleen d€ eerste kolom
of d€ twèsde kolom van G besctrouwd dan vinden ve dezelfde dee]--
ruj.mt€n, BiJ beschorrrfuag van de eerste kolom Ís llDP da-n ve]-





llet probLeem in cle huidj-ge vorn bi€dt geen (praktj-sche) mo-
gelijkhei,l tot storii:gsontlioppeling. ilet is niet de aan6Jewezen
veg di-t prob.!eem met de ontk<:ppeiing-s-ther:rie iran te pakken.
ïn de .Literatuur zljn andere rnottroden mot succos ge1)robeerd.
i\iemên we aar dat de f ac iroren e I era e, voorgesield kunlen worden
rloor mieidel van witte rui-s ( ê:r cleze ireuze b11jl<t inclerd.a;:cl niet
onredeJ-i jk te zijn) rl.in kurlnen ve tle oi;tinal-contrDl-theorie








































In de zg. Pourdrlnier papler-machine wordt de grorrdstofl
de pulp, sterk verdund met water en deze gehe].e vezelbrij wordt
in een stortkuip gepompt. Aan de orrderkant hiervan is een ope-
rring r.raardoor de vezel-brij wordt ultgestort op een snel draalend
koper- of plastJ-c doek. llícr vormt zich een papierbaanr dj.e daar-
na d.m.v. persen en door stoom verhitte cillnders wordt Seperst
en gedroogtl. De krlaliteit van het papj-êr is in hoge nate afhan-
ke11Jk van da xslatieve sne]-tleid vaarmeê de vezelbrlj uit de
stortkulp op de band terecht kont. Verantvoordê].1-ik voor dêzo
snel-heid is de troogte van de vezel-brÍ-J in de stortkuip. Yerder
worclt er l-uctrt :n de stortkuip 8êpompt om een bePaalde druk op
do daar aanvezige briJ te verkrl-Jgen. De rflovt van de brl.J door
de opening hmgt dus af van de troogte wan de brij i,n dê stort-
kuip en de druk van de l-uctrt e?boven.
Egn schematisctrs voorsteJ"llng van hret geheeJ. is hj-erbowen te vln-
den. Voorts ls op de volgende paginats een gedetaillêerde teke*
nlng opgenornen rraarin tret complete process varl aanvoer van de pulp
tot afvoer van bêt papicr is wÊergegevên. Dez€ têksning homt van
Van colder Papier.
mqthema t lLc-llmode.1.
De flov Q door de openir:gr'per brê€dte-eentreid l.s:
-Ol
Qo=c(zen)z (t)
met C do effectieve groottê Yan de opening en H d€ totale druk
bov€n dê opening. (H rordt gemeten in brij-hoogtel cl.w.z. de
luchidruk samen met de aanwezige brii geefï een druk, die gelijk
is aan de druk, die cntstaan zou zijn wanneer de luctrtdruk gelijk





net P en P de lucirtdrlrk J.n de kulpo
in hor;gte brij. L is Liê werh31i.iiie
P wordt constant veronderste].d.
o
Voor de lucl:t l.rr de stortkuíp Ére1dt
l'11t'f
PV= !lU








vaarbiJ gebrrrlk ís gemaakt van v = - À1 in (8) en fo(ro).
Hier zijn kleine lette:s gêschrêvèn voor de overêsnkomstigê g€-
J"J-rrêariseerde grootheden 5.n hoofdLetters.
íe gaan ervan uit dat Ye de instroom vaa luctrt e..""tibri;
in de stortkuip kuÍrnen reg6J.ên. Voorts beschouwen wa gorhrlrp ert
m a]-s toestan<lsvariabelen. In totalii:eit vinden se nu ui.t de
vergotiJkingen (6) ten. (fo) het volgende lineare systeem:
(,Verli op ciat ve de sturing en toestand di-rtensieloos hebbên ge-
rnaakt ) .
(a)
en rlc buiterldrul(r g3-emetcn





met V ]ret luctrtvolumer per breedbe-eenheidt
!"I de l-uchtmassa per breedte-eenheidt
? dê luchttempêratuur (wortlt constant werontlersteld).
R de gasconstante
en M het moleculaire 6ewicttt van l-uctrt.




waarbiJ A het oppervlakte is van de briJ per breedte-eenhcidf
Q,, de flow van de brli pêr breedts-eenheid de krrip in en
Qo evenzo do kuip uJ.t (dvz. door de oponing)
tr.., de flow van de 1;ucht do kuiP in en
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l-j.r]ê3r a:í'iranke1iih van 41 , naar bevat rlog cco tweede compo
die 1t3t gevoJ-g is wzrn f-Luctuab:Les irr,1e (colrsta:rt veronderstêlce)
buitenclruk Po. De verstoring d, LensiotteI i-s behalve afharrkclijk
van d, ocií êen ge vo16; varr onrtautlkeilrighede:r in de ins br'lron vàn
luc} t in cle kr:ip (uo). Do.t evcDiueel eerr bias j-stransicrmatie uit
te woeren op de sio;j-r3.s-:'rti-rtte trlJ z'ijn. d., Icl, en cl, a1s onaf-
hankoJ-i jk te br:scborrwcrl .
À1s waarnemj-ngel kj.ezen wc in cerste inst:irtbie xl erl xi'
Op deze rnaltier verliriiSen {ê de volgendo matrices:
-l,oooo-l l-tooool ioool
" 
= Lo o 1 .; oj' tI = Lo 1 o o ol' l0 o olG = Ir o ollo r ol
luo*l
LïDIA berekent nu de volgende deelruimten:
vrtror II = sp (errc4re5) 
_ )
Rrkerll=o lo'otrrgl
srím c = sp-(B1rê3re4,e5) io.llael.
N*1mc=n1) ,mets1 =se(lo i)lo ILol
en concludeeert oplosbaarheld van DDP. De biJbêhofende oplossing
is: [o o o -126.172 o-l












DDEP en DDPM bJ-iJkon nLet oplosbaar.
Opnleuw proberên ue door het toevoegen van een extra waarneming
of DDPM dan oPlosbaar is.
Ín eàrst€ lnstartle probêren ,. ïg. = x". LIDIÀ b€rekenÈ dezolfde
deelruimten, zodat d€:,e yJ geon beter resultaat oplevort'
Ítetzelfde Ls het gevaL mot y3 = *5.
De ertTa waarneming Y3 = t4 geeft extra wel tret beoogde resultaat'
LIDIA bgrskent nu:
rFrer tt = sn (er,.4rer)
Itrker H = o
srim c = sp-(e3rê4,ê5)
Nri. c = lR).
Zoqel DDEP al.s ÍltPU bliiken nu oplosbaar io zijn.
iïelaas is (lri;) ni€t rêge-lbaa? en (arc) niet !íaarnêembaar zodat
d.e equivalente problemen met pooiplaatsing nimmer oPlosbaar ziirt'
- 7i -
f fJ-ow van vezelbrij door de openj-ng
f tota1€ thoogter van de bri-r in de kuip
t verheJ.ijlce hoogte van clê br:ij in rie kuip
e Lucllbdruk in de kuip
e massa. van de.luclrt
t instroom van brij in de kuiP
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vaarbij u = fip1,.
Iï:lerbiJ stellen hoofdletters de gtartwaarden voor en kleJ.nê
lêtters de veranclerlng. D€ uaarden van À, P, V ect. zijn to
vinden in /lZ/, Subtitutle van deze waarden geeft:
f-o.ruro o-0.0268J i-o.r.' o.oo6J
l-o.tor o o -o.::es ol io.zer o.c133lrirl
.0.=l-o.os4o o o oi , e=lo.oe4 o 
I
l-o.rrt o o-o.ooaool lo.r:r o.ooacl
L o o o-o.oo8ool I o o.oo2o]
Omdat de kwal.iteit van t.et pa.pier in troge mate afhangt van de
re].atieve snel}..eld hraarmee de briJ uit de opening op de band
tereclrt komt, nemeir uè zl = x.,l êtt zZ = xA als de te re6eLên va-
rj-abelen. Den zo nauwkeurlg nogelijke afregeling van de flow door
dê openl-ng en dê druk (lees: snelheld) ffaarxree de brli uit de
openl-ng komt moeten voor een constante kt'a.liteit papi-er zorg dra-
g€n.
ïíe weronderstellen verder hct bostaan Yan eên clrietal (onafhanke-
]-ilke) stort:rgen7 ve].ke invloed uitoefenen op de taest::ndsYariabe-
1sn x3r x4 en x5.
De verstorl-ng dl yarr x^ is een gevolg van een orrnauwkerrrigheid in
de insttoom van brii (t, ). o. verstoring d 
 
is 1n eerste ínstantie
-'/) -
conclusies
Het is mogetijk een constante kvali"teit papi-êr ie vorkrj-jgen
door de storingen die 1r p en n belrrvloeden te otrtkoppelcn. Dib
Àoo.is zelfs noae.1j.jÈ+áLecbts q-, 1 en p uaar te nêmen.(ooPli).
Qp 
€irond van dozolfde waarnemi-ngen is het n+gclijk een schai;bing
ts naken van qo en ï:, die beide onaftranltelijk ziirr van de storin-
6en in 1, p en m. (unnl').
Ilosenbrock treef t in / l7 I 
""n 
anÍ-Iere netlrode toe gepast. Zi jn
methode ging niet uit van storíngen. Een werge].ljking tusson
bèide nethoden voert in deze context te ver. Rovendien gaan beido
methoden uit van getreel werschl1lendo startpuntèn.
í-
- 75 -
LIJST VÀN GltllRUïKliJ SYI.IAOLEI\]
=l*l*=\r*r+\oe"+ .. * \u*uJ
=["]ïr:x=ly]
=["lav=ol
= [\\\r -\rl = ol (polen van A]








= {B " \Y(S) lspec ((n + a F) n spectftceerbaar,l
= iS lr.(s n ter c) c Ê en gcg l
= fu " 5 (S) lspec ((l + r, c)(no<l N) spec:.fíc".*trarl
= sup t: " $tui j
= sup ts . B tslJ
= rnris" ó(x)l
= inr {u' rÍLfsl J
= [r I 1.a,.,* a.r1 ,y c y J
=[tl(a+r-.c).c€sJ
=tol(a+n.r.c1scgl
= [r " g(g) ïspec ((n + n r)lg) speclft-ceerr.orl




-4CS:l - Allrnost ConstrollabiIit.\, Suhspace AJ.gorithln (lSrZ€r)
Ai}.DltP 
- 
Àl1rnost l)lsturbÍlnce Decorrp1ing llstj.nation problem (1)
ADDP 
- 
Al-lnrost Disturbance llecoupling Problerri (4)
aDDPM 
- 




Conirollability $ubfipace Àlgoritlm (::;
.I.)DEP 
- 
Disturbalrce Decouplirrg Dstimation problem (4r41.;
DDEPPP 
- 




Disturbance DêcoupJ-ing Problem (4r4A)
DDPM 
- 
Disturbanco Decoupling Problem with Ueasurenents (4r&6)
DDPllPp 
- 




Disturbance I)ecouplíng Pxoblem wlth Pole placeurent (l1p)
ïSÀ 
- 
Invarj.ant Subspace À16orithn (t5rat)
LIDÍA 
- 






Singular Vclug Decomposition (19)
De getallen tussen haakJes gêvênhstbladziJnummêr aan, vaar oen
defj.nitie of uitl-eg t€ vl-nden is.
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De hicrvoot beschreven lnplernentatie j-s op de CYIlll.Íi 17O1760
van lret rekencehtrurn v:in de RUG uitgevoerd in de prolSramateer-
taal ÀLGoL 6ti. De keuze van julst deze progranmeêïtaal stoelt
op verschl.llende gronrÍer::
- 
aanvulling j.n dezelfcle taal
- 
groot Írcala van Hogê11-Jkhcd€n
- 
gebruik van TOITRIX
Aan6ezj"ên Geert Kmpl'uis (zie ll/) net pakket LIIJPÁK ree'ls
j-n ALGcIL 68 heeft geschreven en deze implementaiia bedoeld i-s
a1s uitbrej-ding van LINPAK j"s het gebruik van dezelfde program-
nreerraal- een voor de trand llggend€ keuzo (zie echte:' noot).
ALGOL 68 komt, onder de op dit monont beschl.ktrarà ta1en, het
meest j-n de rJ-chting van de wiskundige schrijfwijze. B:ijna a1le
viskunclige formuleriugen (zeker dJ"e in de fineaire algebra en
de systeemtheorie) kunnen betrekkellJk eenvoudlg worden trver-
taal-dn' in Àl,GoL 68 
- 
termen. Dlt vlndt zLJn reden in het feit dat
l-n àLGOL 68 ze1-f operatoren te detrj-nleren zlJn.
Door de keuze vil ALGOL 68 is het gebru1k van TORRIX (vecToR-
matRïX-rekening, zIe /9/) noeeLLJk waardoor zonder extra program-
mêren ze€r doeltreffend mêt natrl.ces en vectoren is te wgrken.
Bovendlen bestaat er €en goede interface met FORTRAN (zeker beter
dm de bepe?kte interface PASCÀL-I-OR?RAN) waardoor eênvoudig
FORTRAN-routlnes (u1t trlJvoorbeeld de NAG-bJ.bliothoek) zljrr aan
te slulten.
D€nnaal serkend in ALGOL 68 komEn eahter tw€€ belangrlJke n.-
delen c.q. probl,êB€n naar voron:
- 
progrmmars rrorden snel te groot om ín zlrt getreel ge1adêl t€
kunnsn sorden
- 
de A1GOL 68 
- 
compiler ls nlet fout-vri,j.
Aeheueen€qbr]ILE
Á,1 betrekkellJk snel- vordt een ALGOL 68 programria te grcot on
in een keer 1n lret g€hêugen t€ kunnen vorden geladen. Vooral in-
di-en lnteractj-ef vordt gewerktr sordt de dan geldende limiei van
120.OOO words al met een reJ.atief klein pregranma beroikt.
Overigens is dj.t niet l-n de eerste plaats een tekortkomin8 vn
dê programmeertaal, doch vèol eerder van de Sabruikta comput€r.
Zo kent de DËc-]L-r (T ï-'frêntê) deze iekortkomi.ng niet, orndat dezê
machine beschlkt ovêr zg. rvlrtuee1.r geheugen. Zonder consêquên-
ties vuor de gebruiker (aJ.1es vordt j.ntsrn goregeld) kunnen pro-
gramma's izeer) {iroot rord€n.
Een ÀLGÍli,6B 1:ro|;rarmríi. í.itrrêr;reri: ir: <.!c t'r:8e1 cuhtcr r*e1 meor
co.le ,icn een vergeliilibaar progral;lÍa in bijv. i'ÀSCÀI,. Dit is ecn
gc"rolg vaïr hct fci{,, <iab de mi:gclÍjiiirer.ler víur ALC;OL 63 nu een-
ní!41 veei Erol'êr zi'.in (ttraahkeli jkcr l)r()grállllileren lieteitcnt lnocr
rcerk en soms rrrat ltcer code vool <-1c vertllcrtt ) . Oeir l)ÀS(;ri'- pr':-
iir.lirmar rret ïergr:l-i jkberre irerioe ril:à:nr: r:-l s hr: L ilrici:Ll;e L-Ljlf-'\, ?ja1
eciiior ooli zelieï rl:Lct zon(.ic]' i:l!:or iilullrcn i1íaais11.
De olllossing voor .li L probleen :'is he'i ;3ebrrrih val <le se ;rnr:nt-
].oacler op cle CÏ)3Eï1. lien en an.]cr be bci;ent dan ïel e:(tra vool'zich-
tig proSramrrorër1 cn olL zi,c'rr:;taatlde i)rocealures zo lc.].r:in noalelj.jh
hotclen, opclat arpeirtê segmênten lict te Eroot Íorden. iloe een Gn
ande? in dêtai-} i9 opgel-ost (o.a. met hct inlezcn van coutnarrdors
en het starten van het juj-ste proflramna-orrderdeel) wor'-lt rritvoe-
rig bescirrevet an /1f.
c omp:i.l er-:Louten
Qndrt ALGOL 68 wei-nig 6letrruikers kerlt (hoe-*o1 een vooluitstre-
vencle taal is ALGOL 68 waarscirijnlijr te iaat op de Ina:rkt a'ersche-
en en vormên an.lere ta1en, o.a. AIIAI een be grote concurent) ho-
men f outen in de verta.ler sleckrLs moei.zaam aan het I'ich b. l]oYe [-
dien kont men in Derr Haag bj..j C-lf niet snel met vertreberlngen ;ran
de hrriclige wertaler op de CYBiJlt. De J-aatste twee jaar zijn door
tret rekerrcentnrm een tlentrr.l- fouten doorgegevên r vaarva.n er tot,
nu toe g.en enliill.e j-s ver'beierd.
ïlovenstaandé pltnben zi.irl er de oorzaak van dat erg veel tj-id
gêstokên moet woIden in het uittesten van ALGO! 68 progranr:nars.
verge]-i..iking.
Dr j.s voor AIËOL 68 vee.I- tijct nodi6 on een €ïoed inziclrt ln eie
taàJ- te verkrij6gen, on danks het feitl dat cie taal. nagenoeg ortho-
gonaa.l is opgezet ("alles ma€jri. Een tila]- al.s PÁSCAL isp ondairks
de wele uitzonderi-rrgen veel st^iê-l.leï te 1eren. llier staat teg€llover
dat PASCAL veel beperkte:: is ên 5.ndien hot 3-nzi.cht 1n ÀLGOL 6E
er eenmaal isr programmesrt merr in AIGOL 68 veel gemakkell-jkcr dan
in PASCÀL-
vanvege de uitgr;breidbeld vau de taal kost het uittesi:en van
een ALGOL 68 irrograinma wsl vecl tijti. Soms zljn kleine typefouten
(= ipv. :=' een haakje te vêe1 of te qe1nig) oorzaak van (Yêel)t
scms op heel aídêre p1àatsêr} optrecleinde elr soms hee]- vreentde
f ou ime 1d !-ngen .
Èovendien speelt in dit olrzicllt l et fej"t, Jat r1e vertirlLer nog niêt
foutvrij isp j-n ster!:e mate mee. (?er vercuJ.delijking: het o'tdek-
kÊn !'an een folli in de vr-'rtaler, alsnecle tret vinden valL e€n oFlos-






Prograri:nreren j.n ÁIGOL óii hocf b a1s voorcleel dat rsiskundigo for-
ilirleringen rrij <:envoudig j"n de ta.al. zijn om te zebten. S:rine:r mct
?OIiilIX en de goede interface net iOllTRriN kan dan wrJ"j c-crivouciJ.€ êïr
snel worderr gêprogrammeerr,l. Rover:dj-eq is zo tn prograliimar mits nie.b
a1 te i-ngewikkelde constructies lrorden Aebruilit, vrij goed 1êes-
baar (in ALGOL ó3 kan echter ook orrl-eesbaar woiden geprogralnmêercl
<ioor het gebruik varl zeer ingewitihel.dé en conpacte constructies).
Na de programreerfalle treden echtêr de nadelen sterk nn voren.
Ilet gebnrik van de segrnen'L-loader is (attUans op de CYBDR) vrijlvel
onvermijde11-jk en he'b opsporen van fouten kar cg veel- ti..jct kosten.
ilet is daarom aari nens€n met weinig progranmêêrervaring aarr te
radèn vooral- deze nadeJ.ên i-n ogenschouw te nernen en is tret het o-
veïilêgen 'waard de mj-n.lêro uitgobreidheid van PASOAL te verkiezen
bowen d.o weeJ.zijdighe1d van ALGOL 68.
Indien men ectrter een betroorlíjke programmeererwaring heeft,
is, n.j-. ALGOL 68 eêa bijzonder mooi.6 taal-n uaarin de ingewikkeJ.-
stê problemen zictr vrij eenwoudi-g l-atele programmeren.
lielaas 
. is er een grote onzekertreid over da ontwikkel-ing vm
ÀIGOL 68 1n de toskomst en kan deze onzeker}- el-d een rêdên zÍjn
om toch maar bijw. PÀSCAL te verkiézen, daar de toekomst van deze
taal in ieder gewal g€waarborgd is.
noot.
Het 1s ectrter niet persé noodzakelijk dêzêJ.fde programmeertaal
te gebruiken. In doze context past het idee van lI.C.Croon.
In plàats van 6én groot pakket (zoals nu LINPÀK) r*ordt ultge-
gaalr van ê€n hoofdprogrammar iiat commandots kan inlezon van hêt
scherm en aan d€ hand daarvan eên Cgl-procêdure schriJft. M.b.v.
zorn procedure kutmen dan bepaalde prgraarmais volden gesbart.
Datagegewens kmnên m.b.v. têrt-fJ-1es val tret €ne naar het andêre
programma eorden overgedrag€n.
Dêze vêrkwljze heeft het voordeel- dat e1k (sub-)programma gesctrre-
ven kan ïorclên in een Yoor dat doe1. meest gesc}.ikte of gewenste
programmeortaal. 
.
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llet toiale LIIIIÀ pakket is:1.f5J regel.s groot. I)e grootst ncgelijko
gelreuge+aruimte :s dankziJ h€'t êicbj]uik van de segieentloader ( err iret
gebruj-k van LDV.ÊlLs elaarirr) ieruggebractrt wan vë€1 lrê groot tot
71732 (o,:t) --oorden. IIet resterende open êieheuéten was nu €root genoeg
om alle gêgevens (globale variabelen) nodi{ï oin analyse te pJ"egen op
de desl,illatiekolom vail blz. 58 op te s1aan. De berekening var: de
resultaten uit ciie paragraaf alsmede tret al'drukken daarvan IIam LIt
totaal ca. 7 cp-seconden j'n, trelgeen ruinl voldoende was om orriler r-le
1imiet van 'ló cp. seconden te bJ-iJven,
De flle met de absolute versi-e van LIDII tenslotte is ca.85O PRllts
groot. Hierdoor kan dete file nl-et meer a.Is IA-file (<te zg. GDT-fi1es)
sorclcn roggezetr maar ultsluitend nog a].s DÁ-fi1ê (lftlCU-fife).
handleidine.
De handleiding van LIDIÀ is apprt triJgevoegd.
